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ABSTRAK

Tesis ini secara umumnya membincangkan kepelbagaian sifat bagi subkelas baharu
bagi fungsi analisis univalen dan p-valen dalam cakera unit. Pada permulaannya,
beberapa definisi dan keputusan awal diserlahkan. Diperkenalkan pengoperasi baharu
sekutuan antara pengoperasi Srivastava-Choi dan fungsi polilogaritma teritlak dan
dikaji sifat-sifat bagi subkelas ini. Diikuti dengan memperkenalkan subkelas baharu
yang ditakrifkan oleh fungsi polilogaritma teritlak dan fungsi ubah suai Mittag-Leffler
dengan fungsi polilogaritma teritlak. Di sini, batas atas terbaik bagi penentu Hankel
kedua dan penentu Hankel ketiga untuk subkelas baharu diperolehi. Kemudian,
hubungan yang relevan dengan keputusan yang diperoleh daripada kajian terdahulu
juga ditunjukkan. Selepas itu, kajian beralih ke subordinasi dan juga permasalahan
ketaksamaan Fekete-Szegö bagi fungsi polilogaritma teritlak yang ditakrifkan
menggunakan kalkulus kuantum. Seterusnya, subkelas baharu yang melibatkan fungsi
Faber polinomial dengan Fox-Wright yang bi-univalen dikaji. Oleh yang demikian,
diperoleh anggaran untuk batas pekali bagi fungsi dalam kelas ini dengan
mempertimbangkan subkelas umum fungsi analisis yang bi-univalen. Subkelas baharu
bagi p-valen fungsi ganjil ditakrifkan menggunakan operator pembeza Salagean
dengan pekali negatif diperkenalkan. Beberapa sifat-sifat seperti ketaksamaan pekali,
teorem herotan dan tudung serta kombinasi linear cembung dibincangkan. Tambahan
lagi, hasil tambah separa bagi kelas baharu fungsi ganjil ditakrifkan menggunakan
operator pembeza Salagean dengan pekali negatif yang univalent dikaji. Sementara itu,
batas atas terbaik nisbah bagi fungsi turut diperoleh. Seterusnya, pengoperasian
kamiran teritlak bagi fungsi p-valen dalam pengertian fungsi bak-bintang Janowski
diperkenalkan. Syarat cukup bagi pengoperasian ini untuk menjadi bak-bintang,
hampir cembung dan hampir cembung seragam diperoleh. Anggaran pekali bagi
subkelas juga ditentukan. Selepas itu,Subkelas baharu bagi fungsi analisis dengan jenis
Koebe dikaji. Dengan menggunakan lema Jack dan beberapa pembeza dan
ketaksamaan, syarat cukup bagi kebakbintangan untuk fungsi analisis jenis Koebe
simetri lipat-m diperoleh. Keputusan bagi subordinasi dan superordinasi bagi subkelas
ini juga diperoleh. Akhir sekali, syarat cukup bagi kebakbintangan dan kecembungan
untuk ungkapan pada fungsi analisis peringkat komplek diperoleh.
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VARIOUS PROPERTIES FOR NEW SUBCLASSES OF POLILOGARITM
FUNCTIONS AND NEW OPERATOR

ABSTRACT

The thesis emphasizes several properties for new subclasses of analytic functions
which are univalent and p-valent in a unit disc. The initial focus is on a few definitions
and preliminary results. New operator associate between Srivastava-Choi and
generalized polilogarithm function have been introduced and the properties of this
subclass have been studied. Then, new subclasses defined by generalized
polylogarithm functions and modified Mittag-Leffler with generalized polylogarithm
functions are introduced. As a result, a sharp upper bound is achieved for both the
second and third Hankel determinants for the new subclasses. Next, relevant
connections of the results are indicated. Then, the discussion move to subordination
and Fekete-Szegö inequality problem of the generalized polilogarithm in term of
quantum calculus. Faber polynomials with Fox Wright functions are used in the study
of the new bi-univalent subclasses. The estimates for the coefficient bound of the
functions in this class are determined by considering a general subclass of analytic
bi-univalent functions. Next, a new subclass of p-valent odd functions with negative
coefficients is introduced. This subclass is defined by a Salagean differential operator.
Moreover, a few properties are considered, such as distortion and covering theorems,
coefficient inequalities, and linear convex combinations. The Salagean differential
operator analyzes the partial sum of a new subclass of analytic and univalent odd
functions. The sharp upper bound on the ratio for the function is obtained from the
analysis. Next, the generalized integral operator of p-valent functions in the sense of
Janowski’s starlike function being introduced. The sufficient conditions for these
operators to be starlike, close-to-convex and uniformly close-to-convex are obtained.
Furthermore, coefficient bounds for the subclass were established. Besides, a new
subclass of analytical functions of the Koebe type is being studied. The sufficient
condition for the starlikeness of the n-fold symmetric analytic functions of the Koebe
type is constructed using Jack’s lemma, as well as a number of differentials and other
inequalities. The outcomes of subordination and superordination were also obtained.
Finally, it is found that starlikeness and convexity are the necessary conditions for the
representation of analytical functions of complex order.
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BAB I

PENGENALAN

1.1 PENDAHULUAN

Analisis kompleks merupakan satu cabang matematik yang mengkaji fungsi-fungsi

berpemboleh ubah kompleks. Ianya amat berguna dalam cabang matematik seperti

geometri aljabar, teori nombor, kombinatorik dan matematik gunaan. Tambahan pula,

dalam bidang fizik dan kejuruteraan, penggunaan analisis kompleks juga termasuk

dalam cabang hidrodinamik, termodinamik, quantum mekanik, nuklear, aeroangkasa,

kejuruteraan mekanikal dan kejuruteraan elektrik. Dalam analisis kompleks, teori

pemetaan mensebentuk mempunyai banyak aplikasi fizikal dan analisis teori nombor.

Sifat-sifat geometri bagi fungsi analisis dikaji dalam teori fungsi geometri dan teorem

pemetaan Riemann adalah asas utama bagi teori ini. Teori Fungsi Geometri (TFG)

adalah cabang dalam analisis kompleks melibatkan sifat-sifat geometri dalam fungsi

analisis. Dalam kata lain, TFG adalah bidang melihat ciri-ciri matematik menggunakan

konsep dan analisis geometri. Kajian berkaitan TFG telah bermula sejak kurun ke-19

lagi.

Titik permulaan perkembangan kajian berkenaan teori fungsi univalen telah

dimulakan oleh Koebe pada tahun 1907. Seterusnya, kajian TFG ini dilakukan oleh

ramai pengkaji setelah suatu terkaan diperkenalkan oleh Bieberbach pada 1916.

Setelah 70 tahun, terkaan ini telah dibuktikan oleh Louise de Branges pada tahun 1985.

Namun, banyak permasalahan baharu yang masih memerlukan penyelesaiannya.

Dalam pada itu, beberapa kelas fungsi analisis baharu yang univalen telah

diperkenalkan dan dikaji seperti kelas fungsi cembung dan bak bintang pada kurun

ke-20. Goodman (1983) telah mengkaji ciri-ciri geometri bagi kelas fungsi jenis ini.
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Pada tahun 1952, Kaplan telah memperkenal dan mengkaji sifat-sifat bagi kelas fungsi

univalen hampir-cembung.

Kajian berkenaan pengoperasian memainkan peranan penting dalam TFG. Dua

subkelas bagi kelas fungsi yang univalen, iaitu kelas fungsi bak-bintang dan kelas

fungsi cembung berkait antara satu sama lain. Ciri ini telah dikaji oleh Alexander pada

tahun 1915. Seterusnya, Libera (1965) memperkenalkan pengoperasian kamiran dan

menunjukkan dua kelas ini tertutup menggunakan pengoperasian ini. Bernardi (1969)

memperkenalkan pengoperasian teritlak dan telah mengkaji sifat-sifatnya. Manakala,

Ruscheweyh (1975) dan ramai lagi penyelidik telah mentakrifkan pengoperasian

teritlak baharu dan memperkenalkan kelas fungsi analisis baharu. Kelas fungsi ini

mengitlak beberapa hasil kajian fungsi analisis terdahulu.

Dalam kajian ini, diperkenalkan dan dikaji beberapa subkelas fungsi analisis

yang baharu. Subkelas baharu ini diperoleh menggunakan pengoperasian kamiran

teritlak baharu dan juga pengoperasian terbitan teritlak yang baharu. Hasil daripada

pengoperasian baharu yang diperoleh mengitlakkan hasil kajian oleh ramai pengkaji

sebelumnya seperti Libera (1965), Bernardi (1969), Jung, Kim dan Srivastava (1993),

Attiya dan Aouf (2007) dan ramai lagi. Turut dikaji sifat-sifat bagi subkelas baharu ini.

Bab ini mengandungi takrifan dan hasil terdahulu teori fungsi geometri, yang

akan digunakan dalam bab-bab selanjutnya. Pembuktian daripada hasil terdahulu

diterima. Perbincangan lebih mendalam berkenaan hasil terdahulu ini boleh didapati

daripada teks karya Duren (1983) dan Goodman (1983). Dinyatakan hasil klasik

seperti teorem Riemann, teorem pertumbuhan dan herotan bagi subkelas fungsi

univalen dalam cakera unit. Terkaan Bieberbach turut dinyatakan. Kajian juga

menumpukan pada subkelas fungsi univalen berbentuk cembung, bak-bintang, hampir

cembung dan beberapa kelas fungsi lagi.
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1.2 FUNGSI ANALISIS DAN FUNGSI UNIVALEN

Set titik-titik dalam satah dikatakan berkait jika mana-mana dua titik dalam set itu

boleh disambungkan dengan lengkung licin cebis-demi-cebis selanjar yang kesemua

titiknya berada dalam set. Set terbuka berkait dalam satah kompleks dipanggil

mandala. Mandala D hanya berkait jika mana-mana lengkung tertutup ringkas dalam D

(dengan kata lain, D tidak mempunyai lubang (lihat Rajah 1.1).

Rajah 1.1 Mandala: (a) Mandala berkait ringkas, (b) Mandala tidak berkait
ringkas, (c) Mandala tertutup

Rantau D berkait ringkas jika pelengkapnya terkait antara ε ke ∞. Iaitu, jika

sebarang z0 ∈ Dc (pelengkap D) dan ε > 0, terdapat lengkung selanjar γ(t), 0 ≤ t < ∞,

sehingga:

i) d(γ(t)),Dc untuk semua t ≥ 0,

ii) γ(0) = z0

iii) hadt→∞γ(t) = ∞

Takrif 1.2.1. (Duren 1983) Fungsi f : D → C dikatakan analisis dalam D jika

mempunyai terbitan pada setiap titik D (lihat Rajah 1.2).

Justeru, jika suatu fungsi nilai kompleks f terbezakan pada setiap titik pada

kejiranan z0, maka f dikatakan analisis pada z0.
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Rajah 1.2 Fungsi Analisis

Fungsi f dikatakan analisis dalammandalaD terkait ringkas jika terbezakan pada

setiap titik dalam D. Iaitu, f terbezakan di semua peringkat pada z0 dan f mempunyai

kembangan siri Taylor

f (z) =
∞

∑
n=0

an(z− z0)
n,an =

f (n)(z0)

n!
, (1.1)

yang menumpu dalam cakera terbuka berpusat di z0.

Fungsi berpemboleh ubah kompleks f dikatakan univalen (atau mudah) dalam

suatu mandalaD⊂C jika ia tidak mengambil lebih daripada satu nilai, iaitu jika f (z1) =

f (z2) untuk semua z1 dan z2 dalamD, maka z1 = z2. Goodman (1983) telah memberikan

takrifan bagi fungsi univalen seperti berikut:

Takrif 1.2.2. (Goodman 1983) Fungsi analisis dikatakan univalen (atau mudah) dalam

mandala D⊂ C, jika f (z1) = f (z2) untuk semua z1 dan z2 dalam D, maka z1 = z2.

Suatu fungsi dikatakan univalen setempat pada titik z0 ∈ D jika ia univalen

dalam beberapa kejiranan z0. Untuk fungsi analisis f , syarat f ′(z) ̸= 0 adalah

bersamaan dengan univalen setempat pada z0. Namun begitu, terdapat juga fungsi

univalen yang tidak analisis dalam suatu mandala D.

Contohnya, fungsi f (z) = 1
1−z ,z ̸= 1 adalah univalen dalamD, tetapi mempunyai

kutub ringkas pada z = 1 jika ia adalah salah satu titik z yang terletak di dalam D. Satu
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contoh lagi melibatkan fungsi f (z) = ez analisis pada sebarang mandala D tetapi tidak

univalen dalam D kerana ez = e2nπi+z untuk semua nilai z ∈ D dan n adalah integer.

Satu teorem penting yang telah memberi impak hebat dalam kajian teori fungsi

univalen ialah teorem pemetaan Riemann yang dinyatakan seperti berikut:

Teorem 1.2.3. (Teorem pemetaan Riemann) Jika D adalah mandala berkait ringkas

dan z0 titik yang diberi di dalam D, maka wujud suatu fungsi analisis univalen f yang

memetakan D secara mensebentuk ke atas cakera unit U = {z : |z| < 1} dengan sifat

f (z0) = 0 dan f ′(z0)> 0.

Oleh itu, dari sudut pandang teorem pemetaan Riemann, selain daripada

mengkaji sifat-sifat fungsi univalen yang analisis dalam sebarang mandala terkait

ringkas, kajian akan dihadkan bagi kasus yang D dalam cakera unit terbuka U.

Seterusnya, set semua fungsi analisis dalam U dilambangkan sebagai H(U).

Ambil H[a,n] subkelas bagi H(U) melibatkan fungsi dalam bentuk

f (z) = a + anzn + an+1zn+1 + · · · , dan misalkan H0 ≡ H[0,1] dan H ≡ H[1,1].

Manakala, kelas fungsi yang analisis dalam H(U) yang ternormalkan dengan syarat

f (0) = 0, f ′(0) = 1 dilambangkan dengan A. Dengan penormalan ini, memberikan

bahawa setiap f ∈ A mempunyai perwakilan kembangan siri Taylor

f (z) = z+
∞

∑
n=2

anzn (1.2)

pada cakera unit U, dengan an adalah pekali bagi (1.2).

Seterusnya, dilambangkan S ⊂ A bagi kesemua fungsi analisis univalen dan

ternormalkan dalam U. Contoh yang penting bagi fungsi f dalam S ialah fungsi Koebe

k(z) =
z

(1− z)2 = z+2z2 + · · ·+nzn + · · ·=
∞

∑
n=1

nzn, (1.3)

yang memetakan U secara menyeluruh dalam C \ (−∞,−1/4], ialah fungsi terbesar

dalam S. Contoh-contoh lain fungsi yang berada dalam S termasuklah pemetaan

identiti f (z) = z, f (z) = z
1−z yang memetakan U keseluruh separuh satah
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Ny{z} > −1/2. Fungsi eiθ K(eiθ z,(θ ∈ R), juga berada dalam S dan dirujuk sebagai

putaran bagi fungsi Koebe. Fungsi ini memainkan peranan penting dalam kajian kelas

S dan satu-satunya fungsi ekstrim bagi pelbagai permasalahan ekstrim dalam S.

Rajah 1.3 Pemetaan fungsi Koebe U keseluruh C\ (−∞,−1/4]

Satu lagi fungsi yang berkaitan dan tidak kurang pentingnya adalah fungsi kelas

yang dilambangi ∑, yang juga univalen tetapi dalam U = {z : |z| > 1}. Di sini F ∈ ∑

mempunyai kembangan siri

F(z) = z+α0 +α1z−1 + · · ·= z+
∞

∑
n=0

αnz−n, z ∈ U : {z : |z|> 1}. (1.4)

Secara khusus f ∈ S mengimplikasikan 1
f (1/z) ∈ ∑, dan setiap fungsi dalam kelas ∑

diperoleh dalam bentuk sedemikian.

Teori fungsi geometri dikembangkan oleh Koebe pada tahun 1907 hasil daripada

pembuktian bahawa S adalah famili normal yang memberi implikasi bahawa |a2| ≤ c

untuk beberapa nilai c. Hasil beliau telah menarik minat ramai ahli matematik pada

masa itu seperti Gronwall (1914), Bieberbach (1916) dan Pick (1916) untuk meneroka

bidang fungsi univalen.

Hasil menarik diperoleh oleh Gronwall (1914) adalah pembuktian Teorem Luas.

Konsep teorem ini amat penting dalam menyelesaikan masalah rumit melibatkan pekali

sesuatu fungsi.
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Teorem 1.2.4. (Teorem Luas) Jika F ∈ ∑ diberikan oleh F= z+∑αnz−n, maka

∞

∑
n=1

n|αn|2 ≤ 1. (1.5)

Konsep teorem ini penting dalammenyelesaikan masalah rumit yang melibatkan

pekali suatu fungsi. Berdasarkan Teorem 1.2.4, diperoleh korolari berikut:

Korolari 1.2.5. |α| ≤ 1 dan kesamaan tercapai jika dan hanya jika pelengkap

F(U′);U′ = {z : |z|> 1} adalah garis tembereng yang mempunyai panjang 4 unit.

Koebe (1907) telah membuat terkaan bahawa |an| < n dan ianya benar untuk

fungsi kesamaan (1.3). Beberapa ahli penyelidik begitu berminat dengan teori ini

seperti Bieberbach (1916) dan Löwner (1923). Khususnya Bieberbach (1916) yang

telah membuktikan terkaan Koebe bagi c = 2 bahawa |a2| ≤ c untuk beberapa nilai

mutlak c. Kesamaan diberi oleh fungsi yang memeta U ke atas satah kompleks C

disepanjang alur (−∞,−1/4) (Rajah 1.3).

Terkaan Bieberbach telah menjadi cabaran sebenar dan banyak teknik yang

menarik dalam analisis kompleks dibangunkan untuk mendapatkan pelbagai keputusan

separa bagi terkaan Bieberbach ini.

Terkaan Bierberbach:(Bieberbach 1916) Pekali bagi setiap fungsi f ∈ S yang f

diberikan oleh (1.2) memenuhi sifat |an| ≤ n untuk n = 2,3,4, . . . dan |an|= n jika dan

hanya jika f merupakan fungsi Koebe.

Bieberbach adalah yang pertama mendapatkan hasil nilai pekali an bagi f ∈ S

dengan membuktikan bahawa |a2| ≤ 2 pada tahun 1916.

Teorem 1.2.6. (Teorem Bieberbach) Andaikan fungsi f ∈ S, maka |a2| ≤ 2 dengan

kesamaan jika dan hanya jika f adalah fungsi Koebe (1.3).

Pelbagai kaedah telah digunakan dalam menangani masalah bagi

menganggarkan nilai pekali (1.2). Pada tahun 1923 Karl Löwner telah

memperkenalkan persamaan terbitan Löwner dan membuktikan bahawa |a3| ≤ 3
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apabila n = 3. Seterusnya, Garabedian dan Schiffer (1955) berjaya mendapatkan nilai

|a4| ≤ 4. Seterusnya, Pederson dan Schiffer (1968) dan Ozawa (1969) berjaya

memperoleh nilai |a6| ≤ 6 apabila n = 6. Setelah itu, Pederson dan Schiffer (1972)

membuktikan pula bahawa |a5| ≤ 5 dengan menggunakan ketaksamaan Garabedian

dan Schiffer (1955). Akhirnya, pada tahun 1985 de Branges telah berjaya

membuktikan bahawa bagi setiap n ≥ 2 diperoleh |an| ≤ n. Jadual 1.1 menunjukkan

kronologi permasalahan pekali |an| ≤ n.

Jadual 1.1 Kronologi permasalahan pekali

Hasil pekali Penulis
|a2| ≤ 2 Bieberbach (1916)
|a3| ≤ 3 Löwner (1923)
|a4| ≤ 4 Garabedian dan Schiffer (1955)
|a6| ≤ 6 Pederson (1968), Ozawa (1969)
|a5| ≤ 5 Paderson dan Schiffer (1972)
|an| ≤ n untuk semua n de Brange (1985)

Hasil daripada Bieberbach telah membuatkan teorem berikut lebih bermakna.

Teorem yang terlibat ialah Teorem Penutup Koebe, Teorem Erotan dan Teorem

Pertumbuhan yang diberikan seperti berikut:

Teorem 1.2.7. (Teorem Penutup Koebe) Jika f ∈ S, maka

{
w : |z|< 1

4

}
⊂ f (U).

Teorem 1.2.8. (Goodman 1983) (Teorem Erotan) Untuk setiap f ∈ S,

1− r
(1+ r)3 ≤ | f ′(z)| ≤ 1+ r

(1− r)3 , |z|= r < 1,

bagi setiap z ∈U, z ̸= 0 dan kesamaan terjadi jika dan hanya jika fungsi f adalah

fungsi Koebe. Teorem erotan ini berkaitan untuk menentukan batasan fungsi terbitan

bagi suatu fungsi univalen | f ′(z)|.
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Teorem 1.2.9. (Goodman 1983))(Teorem Pertumbuhan) Untuk setiap f ∈ S, maka

1− r
(1+ r)2 ≤ | f (z)| ≤ 1+ r

(1− r)2 , |z|= r < 1,

bagi setiap z ∈U, z ̸= 0 dan kesamaan terjadi jika dan hanya jika fungsi f adalah

fungsi Koebe. Teorem pertumbuhan pula digunakan untuk menentukan batas atas dan

batas bawah fungsi f bagi suatu fungsi univalen.

Sungguhpun permasalahan berkaitan terkaan Bieberbach telah lama selesai,

namun pencarian permasalahan baharu terus dikaji. Banyak kelas baharu

diperkenalkan berdasarkan kepada subkelas asas bagi S. Darus (2012) menyatakan

bahawa, hampir kesemua subkelas S ditentukan oleh sifat tetap geometri daripada imej

mandala dan boleh disingkapkan secara ringkas maksud sifat tetap geometri sesuatu

fungsi dengan pengenalan terhadap subkelas bagi S .

1.3 SUBKELAS FUNGSI UNIVALEN

Dalam bahagian ini, beberapa subkelas fungsi univalen S akan dibincangkan. Di

antaranya ialah kelas fungsi bak-bintang dan kelas fungsi cembung. Kedua-dua

subkelas ini diperkenalkan oleh Alexander (1915).

Takrif 1.3.1. (Duren 1983) Fungsi f ∈ S dikatakan cembung dalam U jika imej bagi U

di bawah pemetaan f merupakan mandala cembung f (U) = UC, iaitu tembereng garis

yang menghubungkan sebarang pasangan titik dalamUC, yang keseluruhannya terletak

dalamUC (Rajah 1.4). Kelas bagi semua fungsi S yang cembung dalamU dilambangkan

dengan C.

Teorem berikut memberikan syarat perlu dan cukup bagi fungsi f cembung.

Teorem 1.3.2. (Duren 1983) Katalah fungsi f analisis dalam U dengan f (0) = f ′(0)−

1 = 0. Maka fungsi f ∈ C jika dan hanya jika

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
> 0, z ∈ U. (1.6)
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Rajah 1.4 Fungsi f memetakan U ke seluruh rantau cembung

Contoh fungsi cembung ialah

f (z) =
1

1− z
.

Takrif 1.3.3. (Duren 1983) Fungsi f ∈ S dikatakan bak-bintang dalam U jika imej

bagi U di bawah f melibatkan titik w0 adalah mandala bak-bintang, f (U) = Us yang

berpusat di asalan w0 = 0, iaitu tembereng garis yang menghubungkan w0 = 0 kepada

setiap titik lain dalam Us keseluruhannya berada dalam Us (Rajah 1.5).

Dilambangkan S∗ sebagai kelas semua fungsi bagi S yang bak-bintang dalam U.

Rajah 1.5 Fungsi f memetakan U ke seluruh rantau bak-bintang

Teorem berikut memberikan syarat perlu dan cukup bagi fungsi f bak-bintang

Teorem 1.3.4. (Duren 1983) Katalah fungsi f analisis dalam U dengan f (0) = f ′(0)−

1 = 0. Maka fungsi f ∈ S∗ jika dan hanya jika

Ny
{

z f ′(z)
f (z)

}
> 0, z ∈ U. (1.7)
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Sebagai contoh fungsi Koebe K(z) = z
(1−z)2 merupakan fungsi bak-bintang.

Hubungan antara fungsi cembung dan fungsi bak-bintang pertama kali diterokai

oleh Alexander pada tahun 1915.

Teorem 1.3.5. (Duren 1983) Misalkan f analisis dalam U dengan f (0) = 0, f ′(0) = 1.

Maka f ∈ C jika dan hanya jika z f ′(z) ∈ S∗,z ∈ U.

Satu lagi subkelas penting bagi S ialah fungsi hampir cembung yang

diperkenalkan oleh Kaplan (1952).

Takrif 1.3.6. (Duren 1983) Andaikan f analisis dalam U. Maka f dikatakan hampir

cembung jika dan hanya jika wujud fungsi cembung g sehingga

Ny
{

f ′(z)
g′(z)

}
> 0,(z ∈ U), (1.8)

atau setara jika G = zg′,G ∈ S∗ bila g ∈ C, maka

Ny
{

z f ′(z)
G(z)

}
> 0,(z ∈ U).

Kelas ini dilambangkan sebagai K. Jelas sekali S∗ ⊂ S. Kaplan (1952) telah

menunjukkan bahawa K ⊂ S, dan seterusnya C⊂ S∗ ⊂ K ⊂ S.

Rajah 1.6 Fungsi f memetakan U ke seluruh rantau hampir cembung
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1.3.1 Subkelas fungsi univalen peringkat α

Robertson (1936) telah memperkenalkan subkelas bagi fungsi univalen peringkat α ,

0 ≤ α < 1 yang ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 1.3.7. (Goodman 1983) Suatu fungsi f dikatakan bak-bintang peringkat α , jika

Ny
{

z f ′(z)
f (z)

}
> α, (0 ≤ α < 1;z ∈ U).

Kelas ini dilambangkan dengan S∗(α). Diketahui bahawa S∗(α)⊂ S∗(0)≡ S∗ ⊂ S.

Takrif 1.3.8. (Goodman 1983) Suatu fungsi f dikatakan cembung peringkat α , jika

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
> α, (0 ≤ α < 1;z ∈ U).

Kelas ini dilambangkan dengan C(α). Diketahui bahawa C(α)⊂C(0)≡C⊂ S.

Kelas ini telah dikaji oleh ramai penyelidik antaranya Schild (1965), Pinchuk (1968) dan

juga Chen dan Owa (1991).

1.3.2 Subkelas fungsi univalen peringkat kompleks

Takrif 1.3.9. (Wiatrowski 1970) Andaikan fungsi f ∈A diberi oleh (1.2). Maka f ∈C(γ)

dikatakan fungsi cembung peringkat kompleks γ , γ ̸= 0, jika dan hanya jika f ′(z) ̸= 0,z∈

U, dan

Ny
{

1+
1
γ

z f ′′(z)
f ′(z)

}
> 0. (1.9)

Beberapa sifat kelas fungsi ini telah dikaji oleh Nasr dan Aouf (1985) dan telah

memberikan takrifan berikut:

Takrif 1.3.10. (Nasr dan Aouf 1985) Andaikan fungsi f ∈ A diberi oleh (1.2). Maka

f ∈ S∗(γ) dikatakan fungsi bak-bintang peringkat kompleks γ , γ ̸= 0, jika dan hanya
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jika f (z) ̸= 0,z ∈ U, dan

Ny
{

1+
1
γ

(
z f ′(z)
f (z)

−1
)}

> 0. (1.10)

Diperhatikan bahawa f (z) ∈ C(γ) dan z f ′(z) ∈ S∗(γ).

Akhir sekali, Al-Amiri dan Fernando (1990) memperkenalkan kelas fungsi

hampir cembung peringkat kompleks γ , K(γ) seperti berikut:

Takrif 1.3.11. (Al-Amiri dan Fernando 1990) Andaikan fungsi f ∈ A. Maka f ∈ K(γ)

dikatakan fungsi hampir cembung peringkat kompleks γ , γ ̸= 0, jika dan hanya jika

g(z) ̸= 0,z ∈ U, dan

Ny
{

1+
1
γ

(
z f ′(z)
g(z)

−1
)}

> 0. (1.11)

1.4 FUNGSI ANALISIS UNIVALEN BERPEKALI NEGATIF

Silverman (1975) telah memperkenalkan fungsi analisis univalen berpekali negatif yang

diberikan seperti berikut.

Andaikan T subkelas bagi fungsi yang diberikan oleh (1.2), yang ditakrifkan

seperti berikut.

Takrif 1.4.1. (Silverman 1975) Andaikan T subkelas kepada S merupakan fungsi yang

terdiri daripada pekali negatif dan boleh ditulis dalam bentuk

f (z) = z−
∞

∑
n=2

|an|zn. (1.12)

Maka fungsi f ∈ T dinamakan fungsi analisis univalen berpekali negatif.
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1.5 HASIL DARAB HADAMARD (KONVOLUSI)

Takrif 1.5.1. Andaikan f (z) =
∞
∑

n=1
anzn dan g(z) =

∞
∑

n=1
bnzn, dua siri kuasa yang

menumpu dalam |z| < 1 dalam U. Hasil darab Hadamard bagi fungsi f dan g

ditakrifkan sebagai h = f ∗g dengan siri kuasa

h(z) =
∞

∑
n=1

anbnzn, |z|< 1. (z ∈ U) (1.13)

Berikut diberi takrifan hasil darab Hadamard bagi kelas fungsi berpekali negatif.

Katalah fungsi fm yang ditakrifkan sebagai

fm(z) = zp −
∞

∑
n=p+k

an,mzn, m = (1,2), (1.14)

berada dalam kelas T(p,n), maka konvolusi (atau hasil darab Hadamard) bagi fungsi

f1(z) dan f2(z), adalah,

( f1 ∗ f2)(z) := zp −
∞

∑
n=p+k

an,1an,2zn. (1.15)

1.6 FUNGSI p-VALEN

Secara amnya sebarang fungsi p-valen merupakan kembangan siri Taylor yang

berbentuk seperti berikut.

f (z) = zp +
∞

∑
n=p+1

anzn, (p,n ∈ N= {1,2,3, ...}). (1.16)

Kelas fungsi p-valen dalam cakera unit U yang berbentuk seperti (1.16) di atas

dilambangkan dengan S(p). Berikut akan dibincangkan beberapa subkelas bagi fungsi

p-valen:
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Andaikan S∗(p,α) dan C(p,α), 0 < α ≤ p, sebagai kelas fungsi bak bintang

p-valen berperingkat α dan kelas fungsi cembung p-valen berperingkat α , iaitu

S∗(p,α) = f ∈ S(p) : Ny
{z f ′(z)

f (z)

}
> α, z ∈ U

dan

C(p,α) = f ∈ S(p) : Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
> α, z ∈ U.

1.7 FUNGSI p-VALEN BERPEKALI NEGATIF

Andaikan T(p) subkelas bagi fungsi yang diberi oleh (1.2), yang ditakrifkan seperti

berikut.

Takrif 1.7.1. Katalah T(p) subkelas S yang mengandungi fungsi f berbentuk

f (z) = zp −
∞

∑
n=p+k

anzn; an ≥ 0, p,n ∈ N= {1,2,3, . . .}. (1.17)

Suatu fungsi f ∈ T(p) dinamakan fungsi p-valen dengan pekali negatif.

Yamakawa (1992) telah membuktikan bahawa

f ∈ ST∗(p,α) ⇐⇒
∞

∑
n=p+k

(n−α)an ≤ p−α (1.18)

dan

f ∈ CT(p,α) ⇐⇒
∞

∑
n=p+k

n(n−α)an ≤ p(p−α), (1.19)

yang ST∗(p,α) dan CT(p,α) masing-masing adalah kelas fungsi bak bintang p-valen

berpekali negatif dengan peringkat α dan fungsi cembung p-valen berpekali negatif

peringkat α .

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



16

1.8 PENENTU HANKEL

Penentu Hankel mempunyai beberapa kepentingan dalam kajian fungsi analisis seperti

kriteria keunikan fungsi analisis. Ehrenborg (2000) telah mengkaji penentu Hankel

melibatkan fungsi polinomial eksponen. Manakala, Layman (2001) pula

membincangkan berkenaan jelmaan Hankel bagi jujukan integer dan sifat-sifatnya.

Dalam bahagian ini, diberikan definisi penting bagi Penentu HankelHq,n( f ) bagi

q ≥ 1 dan n ≥ 1 bagi pekali Taylor untuk fungsi f ∈ A berbentuk (1.2) yang ditakrifkan

oleh Noonan dan Thomas (1976) seperti berikut:

Takrif 1.8.1. (Noonan dan Thomas 1976) Untuk fungsi f diberikan oleh (1.2) dan q∈N,

penentu Hankel peringkat-q diberikan oleh

Hq,n( f ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an+1 . . . an+q+1

an+1 an+2 . . . an+q+2

...
...

...
...

an+q−1 an+q . . . an+2q−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.20)

yang mana a1 = 1 dan n,q ∈ N= 1,2, ... .

Dapat diperhatikan bahawa untuk nilai q = 2 dan n = 1, akan diperoleh teorem

bagi Fekete dan Szegö yang diberi seperti berikut:

H2,1( f ) =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2

a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣= a3 −a2
2. (1.21)

Penentu Hankel bagi f ∈ A for q = 2 dan n = 2, dikenali sebagai penentu Hankel

kedua, diberikan seperti berikut:

H2,2( f ) =

∣∣∣∣∣∣∣
a2 a3

a3 a4

∣∣∣∣∣∣∣= a2a4 −a2
3. (1.22)
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Janteng, Halim dan Darus (2006) telah memperoleh hasil batas tepat (1.22) bagi

fungsi f dalam (1.2), yang melibatkan fungsi-fungsi yang terbitannya mempunyai

bahagian nyata positif dan memperoleh keputusan |a2a4 − a2
3| ≤ 4/9. Pengkaji yang

sama juga dalam pada tahun 2007 dalam Janteng, Halim dan Darus (2007) telah

mendapatkan keputusan bagi batas atas tepat untuk fungsi bak bintang dan fungsi

cembung masing-masing adalah |a2a4 −a2
3| ≤ 1 dan |a2a4 −a2

3| ≤ 1/8.

Selanjutnya, penentu Hankel kedua ini telah dikaji oleh ramai penyelidik.

Beberapa pengkaji seperti Al-Refai dan Darus (2009), Abubaker dan Darus (2011),

Al-Abbadi dan Darus (2012b) dan Bansal (2013). Mereka telah membincangkan dan

memperoleh hasil penentu Hankel kedua bagi kelas-kelas tertentu dalam fungsi

analisis.

Beberapa tahun kemudiannya, ramai pengkaji telah melihat kepada penentu

Hankel ketiga. Antaranya adalah Babalola (2010) yang menggunakan pendekatan

sama seperti Janteng, Halim dan Darus (2006) telah mendapatkan batas penentu

Hankel peringkat ketiga bagi kelas C, S∗ dan K.

Penentu Hankel ketiga yang dilambangkan sebagai H3,1( f ) dan ditakrifkan

berbentuk

H3,1( f ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a2 a3 a4

a3 a4 a5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3(a2a4 −a2

3)−a4(a4 −a2a3)+a5(a3 −a2
2), (1.23)

untuk f ∈ A dan a1 = 1. Dengan menggunakan ketaksamaan segi tiga, diperoleh

|H3,1( f )| ≤ |a3||(a2a4 −a2
3)|− |a4||(a4 −a2a3)|+ |a5||(a3 −a2

2)|. (1.24)

Menggunakan pendekatan yang sama, beberapa penyelidik menerbitkan

makalah berkaitan penentu Hankel ketiga seperti Shanmugam, Stephen dan Babalola

(2014), Prajapat et al. (2015), Bangsal, Maharana dan Prajabat (2015), Krishna,

Venkateswarlu dan RamReddy (2015) dan Zaprawa (2017). Zaprawa (2017) telah
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menambah baik penemuan Babalola pada 2017 dengan menggunakan metodologi

baharu. Beliau memperoleh batas berikut:

|H3,1( f )|=


49
540 ; f ∈ C,

1 ; f ∈ S∗,

41
60 ; f ∈ K.

Beliau menegaskan hasil yang beliau peroleh bukanlah yang terbaik. Setelah

itu, Kwon, Lecko dan Sim (2019) menguatkan hasil Zaprawa untuk f ∈ S∗ dengan

menunjukkan |H3,1( f )| ≤ 8/9 dan hasil ini diperbaik lagi oleh Zaprawa, Obradovic

dan Tuneski (2021) dengan memperoleh |H3,1( f )| ≤ 5/9 untuk f ∈ S∗. Kajian turut

dilakukan oleh Kowalezyk, Lecko dan Sim (2018) juga oleh Lecko, Sim dan

Smiarowska (2019) memperoleh hasil bagi |H3,1( f )| seperti berikut:

|H3,1( f )|=


4

135 ; f ∈ C,

1
9 ; f ∈ S∗(1/2)

dengan S∗(1/2) ialah fungsi bak-bintang berperingkat separuh.

1.9 FUNGSI POLILOGARITMA

Fungsi Polilogaritma (juga dikenali sebagai fungsi de Jonquière) ialah fungsi khas

G(m;z) ditakrifkan oleh hasil tambah

Lim(z) = G(m;z) =
∞

∑
n=1

zn

nm , (z ∈ U).

Ia secara amnya bukanlah fungsi asas, tidak seperti fungsi logaritma yang

berkaitan. Takrif di atas adalah sah untuk semua nombor kompleks m dan z ∈ U.

Polilogaritma ditakrifkan dalam julat z yang lebih besar daripada takrif di atas yang

dibenarkan oleh proses keselanjaran analisis. Kasus khas untuk nilai n = 2 dan n = 3
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dinamakan dilogaritma dan trilogaritma. (Lihat Rajah 1.7).

Rajah 1.7 Fungsi dilogaritma dan trilogaritma dalam satah kompleks.

Rajah 1.8 menunjukkan fungsi polilogaritma untuk suatu nilai m yang berbeza.

Ciri-ciri yang dapat diperoleh dari rajah memperlihatkan cara ia berkembang atau

berperilaku dalam satah kompleks.

Rajah 1.8 Fungsi polilogaritma yang berbeza dalam satah kompleks.

Pengitlakan fungsi polilogaritma atau fungsi polilogaritma peringkat ke-m

ditakrifkan seperti berikut:

Φm(b;z) =
∞

∑
n=1

zn

(n+b)m , (m,b ∈ C,z ∈ U), (1.25)
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dengan sebarang sebutan melibatkan n + b = 0 dikecualikan (Bateman 1953).

Menggunakan takrifan fungsi Gama, Bateman (1953) memberikan gubahan ke formula

kamiran seperti berikut:

Φm(b;z) =
1

Γ(m)

∫ 1

0
z(log1/t)m−1 tb

1− tz
dt, Ny{b}>−1 dan Ny{m}> 1.

Fungsi (1.25) ini terturun kepada fungsi polilogaritma asal bagi kasus

Φm(0;z) ≡ G(m;z). Diperhatikan bahawa G(−1;z) = z
(1−z)2 adalah fungsi Koebe.

Maklumat lanjut berkenaan polilogaritma dalam teori fungsi univalen dijelaskan oleh

Ponnusamy dan Sabapathy (1996) dan Ponnusamy (1998).

1.10 FUNGSI HIPERGEOMETRI

Fungsi hipergeometrik adalah satu kelas fungsi khas dalam matematik yang

memainkan peranan penting dalam pelbagai bidang matematik dan fizik. Fungsi ini

dilambangkan dengan simbol 2F1(a,b;c;z). Fungsi hipergeometrik mempunyai

pelbagai aplikasi dalam menyelesaikan persamaan pembezaan, matematik fizik, dan

analisis kompleks.

Diketahui bahawa fungsi hipergeometri Gaussian 2F1(a,b;c;z) ditakrifkan oleh

2F1(a,b;c;z) =
∞

∑
0

(a)n(b)n

(c)n(1)n
zn, (z ∈ U) (1.26)

adalah penyelesaian bagi persamaan pembeza homogen peringkat kedua

z(1− z)w′′(z)+ [c− (a+b+1)z]w′(z)−abw(z) = 0,

yang (a)n ialah simbol Pochhammer ditakrifkan oleh

(a)n =

1, untuk n = 0;

a(a+1)(a+2) . . .(a+n−1), untuk n = 1,2,3, · · · ,
(1.27)

dengan a,b,c adalah nombor kompleks dengan c ̸= 0,−1,−2, · · · . Keterangan lanjut
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berkenaan fungsi hipergeometri dalam fungsi univalen boleh lihat dalam kertas kerja

oleh Shanmugam (2007).

1.11 PENGOPERASIAN

Kajian ini menerbitkan pengoperasian baharu melibatkan pengoperasian bersifat

terbitan dan kamiran. Pengoperasian asal yang diperoleh daripada kajian penyelidik

terdahulu akan digunakan bagi mendapatkan pengoperasian baharu. Pengoperasian

terbitan terawal diberikan oleh Ruscheweyh (1975) yang menyatakan seperti berikut:

Takrif 1.11.1. (Ruscheweyh 1975) Untuk fungsi f ∈ A, pengoperasian Dδ , f : A→ A,

ditakrifkan sebagai

Dδ f (z) =
z

(1− z)δ+1 ∗ f (z), (δ >−1;z ∈ U),

yang ∗ adalah hasil darab Hadamard dan

Dm =
z(zm−1 f (z))(m)

m!
, (m ∈ N0 = N∪{0};z ∈ U).

Jika f diberikan oleh (1.2), dapat dilihat bahawa

Dm f (z) = z+
∞

∑
n=2

C(m,n)anzn,

yang

C(m,n) =
(

n+m−1
m

)
=

∏n−1
j=1( j+m)

(n−1)!
,(m ∈ N0,n ≥ 2). (1.28)

Untuk z ∈ U, diperoleh

D0 f (z) = f (z)

D1 f (z) = z f ′(z)

2D2 f (z) = z(D1 f (z))′+D1 f (z)
...

z(Dm f (z))′ = (m+1)Dm+1 f (z)−mDm f (z).
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Sejak tahun 1975, ramai pengkaji telah meneroka sifat pengoperasian ini secara

geometri dan secara analisis seperti Ahuja (1985), Owa et al. (1986) dan Ahuja dan

Silverman (1989).

Satu lagi pengoperasian terbitan yang cukup popular dalam kalangan penyelidik

ialah pengoperasian Salagean yang diperkenalkan pada tahun 1983 dan diberi seperti

berikut:

Takrif 1.11.2. (Salagean 1983). Untuk f ∈ A dan j ∈ N, pengoperasian D j : A → A,

ditakrifkan oleh

D j f (z) = f (z)∗

(
z+

∞

∑
n=2

n jan

)
dan

D0 f (z) = f (z)D1 f (z) = D f (z) = z f ′(z)

D j f (z) = D(D j−1 f (z)).

Jika f diberi oleh (1.2), dapat dilihat

D j f (z) = z+
∞

∑
n=2

n janzn,( j ∈ N0).

Pengoperasian kamiran pula wujud pada tahun 1965. Pengoperasian kamiran

yang popular yang diperkenalkan oleh Libera (1965). Beliau menyatakan bahawa

F(z) = L( f )(z) =
2
z

∫ z

0
f (t)dt, ( f ∈ A;z ∈ U),

dan telah menunjukkan lebih awal bahawa L(S∗ ⊂ S∗,L(C) ⊂ C dan L(C) ⊂ C (Libera

1964). Kemudian pada 1969, Benardi mengitlak hasil ini dengan mengkaji pengoperasi

kamiran yang lebih am seperti berikut:

Takrif 1.11.3. (Bernardi 1969) Untuk f ∈ A dan c nombor nyata sedemikian hingga

c >−1. Maka untuk z ∈ U diberi

F(z) = Lc( f )(z) =
c+1

zc

∫ ∞

0
tc−1 f (t)dt.
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Dapat diperhatikan bahawa pengoperasian terbitan Ruscheweyh, terbitan

Salagean dan juga kamiran Libera telah wujud sebelum pembuktian terkaan

Bieberbach diselesaikan oleh de Branges pada tahun 1985. Kajian pengoperasian ini

diteruskan oleh Al-Oboudi (2004) dan telah memperkenalkan pengitlakan

pengoperasian terbitan Salagean yang diberikan seperti berikut:

Takrif 1.11.4. (Al-Oboudi 2004). Untuk f ∈ A , pengoperasian Dk
λ : A→ A, ditakrifkan

oleh

Dk
λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

[1+λ (n−1)]kanzn,

yang k ∈ N0,λ ≥ 0,z ∈ U.

Manakala, pada tahun 2006, Al-Shaqsi dan Darus (2006) memperkenalkan

pengitlakan pengoperasian terbitan Ruscheweyh yang diberikan seperti berikut:

Takrif 1.11.5. (Al-Shaqsi dan Darus 2006) Untuk f ∈ A , pengoperasian teritlak

terbitan Ruscheweyh Dδ
λ : A→ A, ditakrifkan seperti berikut:

Dδ
λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

[1+λ (n−1)]C(m,n)anzn,

yang m ∈ N0,λ ≥ 0,z ∈ U dan

C(m,n) =
(

n+m−1
m

)
=

∏n−1
j=1( j+m)

(n−1)!
,(m ∈ N0,n ≥ 2).

Sekali lagi, Al-Shaqsi dan Darus (2008) menerbitkan pengoperasi yang lebih

teritlak. Pengoperasian ini mengitlakkan pengoperasi terbitan Salagean dan Rucheweyh

ditakrifkan seperti berikut:
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Takrif 1.11.6. (Al-Shaqsi dan Darus 2008) Untuk f ∈ A , pengoperasian teritlak

terbitan Ruscheweyh Dm,k
λ : A→ A, ditakrifkan seperti berikut:

Dm,k
λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

[1+λ (n−1)]kC(m,n)anzn,

yang m ∈ N0,λ ≥ 0,z ∈ U dan

C(m,n) =
(

n+m−1
m

)
=

∏n−1
j=1( j+m)

(n−1)!
,(m ∈ N0,n ≥ 2).

Apabila λ = 1 dan m = 0, diperoleh pengoperasian terbitan Salagean (1983),

apabila k = 0 diperoleh pengoperasi terbitan Ruscheweyh (1975) dan apabila m = 0,

diperoleh pengoperasian Al-Oboudi (2004).

Perkembangan kajian pengoperasian ini terus dilakukan oleh ramai pengkaji

seterusnya seperti Darus dan Ibrahim (2008), Al-Abbadi dan Darus (2009), Al-Abbadi

dan Darus (2012a) dan Eghbiq dan Darus (2016). Bagi menjamin pengoperasian yang

dihasilkan adalah analisis, ia mestilah berasaskan fungsi Koebe. Jadual 1.2

menunjukkan kronologi perkembangan pengoperasian.

1.12 SUBORDINASI DAN SUPERORDINASI PEMBEZA

Konsep asas subordinasi dilambangkan dengan ≺ memainkan peranan penting dalam

analisis kompleks. Kajian kesusasteraan mendapati Lindelöf (1908) adalah orang

pertama yang memperkenalkan konsep ini. Agak sukar untuk membuktikan

kesahihannya kerana tiada penceritaan secara khusus berkenaan konsep subordinasi

ini. Didapati ramai penyelidik merujuk terus kepada Littlewood (1925) dan Rogosinki

(1931). Manakala Littlewood dan Rogosinki pula didapati merujuk kepada Lindelöf.

Takrif 1.12.1. (Lindelöf 1908) Andaikan f (z)≺ F(z) dalam cakera unitU. Maka untuk

setiap r ∈ [0,1], f (Ur)⊂ F(Ur).
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Jadual 1.2 Kronologi perkembangan pengoperasian

Pengoperasian Jenis
Dm f (z) = z+∑∞

n=2C(m,n)anzn Terbitan Ruscheweyh
(Ruscheweyh 1975)
D j f (z) = z+∑∞

n=2 n janzn,( j ∈ N0) Terbitan Salagean
(Salagean 1983)
F(z) = L( f )(z) = 2

z
∫ z

0 f (t)dt Kamiran Libera
(Libera 1965)
F(z) = Lc( f )(z) = c+1

zc

∫ ∞
0 tc−1 f (t)dt Kamiran Bernardi

(Bernardi 1969)
Dk

λ f (z) = z+∑∞
n=2[1+λ (n−1)]kanzn Terbitan teritlak

k ∈ N0,λ ≥ 0 Salagean
(Al-Oboudi 2004)
Dδ

λ f (z) = z+∑∞
n=2[1+λ (n−1)]C(m,n)anzn ; Terbitan

m ∈ N0,λ ≥ 0 Al-Shaqsi-Darus
(Al-Shaqsi dan Darus 2006)
Dm,k

λ f (z) = z+∑∞
n=2[1+λ (n−1)]kC(m,n)anzn ; Terbitan teritlak

m,k ∈ N0,λ ≥ 0 Al-Shaqsi-Darus
(Al-Shaqsi dan Darus 2008)
Dk

α,β ,λ f (z) = z+∑∞
n=2[β (n−1)(λ −α)+1]kanzn ; Terbitan teritlak

β > 0,0 ≤ α < λ ,k ∈ N0 Salagean-Al-Aboudi
(Darus dan Ibrahim 2008)
Dm

α,β ,λ ,σ f (z) = z+∑∞
n=2[(λ −σ)(β −α)(n−1)+1]manzn ; Terbitan

α,β ,λ ,σ ≥ 0,λ > σ ,β > α and m ∈ N0 Ramadhan-Darus
(Ramadhan dan Darus 2010)
Dm

λ ,ν ,ρ(α,ω) f (z) = z+∑∞
n=2[

ν+(n−1)(ρ+λ )ωα

ν ]manzn ; Terbitan
ν > 0,ρ,ω,λ ,α ≥ 0,m ∈ N0 Eghbiq-Darus
(Eghbib dan Darus 2016)

Subordinasi pembeza menjadi begitu penting dalam teori fungsi univalen.

Eenigenburg, Mocanu dan Reade (1984) mula melihat penggunaannya semasa

mengkaji sifat fungsi Bazilevic̆. Dari itu, konsep subordinasi pembeza yang sering

digunakan pada masa kini diberi oleh Miller dan Mocanu (1981) yang menyatakan:

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



26

Takrif 1.12.2. (Miller dan Mocanu 1981) Untuk dua fungsi f dan g dalam cakera unit

U= {z ∈ C : |z|< 1}, fungsi f dikatakan subordinat bagi fungsi g dalam U, ditulis

f (z)≺ g(z) atau ( f ≺ g), (z ∈ U)

jika wujud fungsi analisis Schwarz w(z) dalam U dengan w(0) = 0, dan |w(z)| < 1

sedemikian hingga f (z) = g(w(z)).

Secara khusus, jika fungsi g(z) univalen dalam U, maka subordinasi tersebut

adalah setara dengan mengatakan f (0) = g(0) dan f (U)⊂ g(U).

Konsep pembeza subordinasi juga diperkenalkan olehMiller danMocanu (2000)

dan ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 1.12.3. (Miller dan Mocanu 2000) Andaikan φ : C2 → C dan h univalen dalam

U. Jika p analisis dalam U dan memenuhi subordinasi pembeza

φ(p(z),zp′(z))≺ h(z),

maka p disebut sebagai penyelesaian bagi pembeza subordinasi.

Fungsi univalen q disebut sebagai penyelesaian dominan bagi pembeza

subordinasi jika p ≺ q. Jika p dan φ(p(z),zp′(z)) univalen dalam U dan memenuhi

pembeza subordinasi h(z) ≺ φ(p(z),zp′(z)), maka p disebut sebagai penyelesaian

pembeza subordinasi.

Fungsi analisis q disebut sebagai penyelesaian subordinan pembeza

superordinasi jika q ≺ p. Subordinan univalen q̈ yang memenuhi q ≺ q̈ untuk semua

subordinan q dikatakan terbaik (Miller dan Mocanu 2003).

Miller dan Mocanu (2000) telah menyatakan tentang penggunaan teori

pembeza subordinasi dalam bidang persamaan terbitan, persamaan terbitan separa,

teori fungsi meromorfi, teori fungsi harmonik, pengoperasi kamiran kompleks dan

ruang Banach. Darus (2012) menyatakan dalam bukunya berkenaan penggunaan
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subordinasi dan superordinasi dalam fungsi analisis adalah untuk melihat hubungan

penyelesaian persamaan terbitan bilinear (pecahan linear) dalam satah kompleks.

Dalam satah nyata, penggunaan kerap kali dilihat dalam bidang fizik dan kejuruteraan

(Darus 2012).

1.13 OBJEKTIF KAJIAN

Berikut disenaraikan objektif kajian

1. Memperkenalkan pengoperasian baharu fungsi analisis melibatkan pengoperasi

Srivastava-Choi dan polilogaritma teritlak dan mengkaji sifat-sifatnya. (BAB 2)

2. Mengenalpasti penentu Hankel peringkat kedua dan penentu Hankel peringkat

ketiga bagi kelas fungsi melibat fungsi polilogaritma teritlak. (BAB 3)

3. Mengkaji subordinasi dan mendapatkan ketaksamaan Fekete-Szego

pengoperasian baharu analog-q pengoperasian polilogaritma teritlak

menggunakan konsep kalkulus kuantum. (BAB 4 dan 5)

4. Menentukan anggaran pekali bagi subkelas fungsi analisis dan bi-univalen

melibatkan dua fungsi iaitu fungsi Fox-Wright dan fungsi polinomial Faber dan

mengenalpasti anggaran pekali fungsi subkelas analisis dan bi-univalen

melibatkan fungsi Fox-Wright teritlak dan Kuroki-Owa. (BAB 6)

5. Memperkenalkan pengoperasian baharu fungsi ganjil univalen dan p-valen

yang diterbitkan menggunakan kaedah pembezaan Salagean dan mengkaji

sifat-sifatnya. (BAB 7 dan BAB 8)

6. Memperkenalkan dan mengkaji pengoperasian pengkamir teritlak bagi fungsi

p-valen dalam pengertian fungsi bak-bintang Janowski dan menerbitkan syarat

cukup yang perlu bagi pengoperasi pvalen bak-bintang dan p-valen hampir

cembung seragam. (BAB 9)

7. Mengkaji subordinasi, superordinasi dan sifat-sifat bagi suatu subkelas baharu

pengitlakan fungsi analisis jenis Koebe. (BAB 10)
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1.14 ORGANISASI PENULISAN

Dalam bab satu, dinyatakan teorem-teorem dan takrif yang berkaitan dengan topik dan

bab dalam kajian ini.

Dalam bab dua, dimulakan dengan memperkenalkan pengoperasian baharu

yang diperoleh daripada pengoperasian kamiran Srivastava-Choi Φ∗(z,s,b,q) dan

pengoperasian pembeza polilogaritma teritlak Dm
λ f (z). Hasil darab Hadamard di

antara kedua fungsi ini memberikan pengoperasian pembeza-kamiran yang baharu

ϒη
s,b,q,λ f (z). Selepas itu, akan dibincangkan beberapa sifat dalam subkelas baharu

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) seperti batas pekali, batas erotan, titik ekstrim, jejari hampir

cembung, kebak-bintangan and ketaksamaan kecembungan min terkamir, hasil darab

Hadamard terubah suai and hasil tambah separa.

Bab tiga pula membincangkan berkenaan penentu Hankel peringkat kedua

H(2,2) f (z) dan penentu Hankel peringkat ketiga H(3,1) f (z) bagi kelas fungsi

N(m,λ ).

Seterusnya, bab empat membincangkan permasalahan bagi mendapatkan

ketaksamaan Fekete-Szegö bagi pengoperasian polilogaritma-q teritlak menggunakan

konsep kalkulus kuantum dalam subkelas bak-bintang-q dan juga subkelas cembung-q.

Dalam bab lima, perbincangan menumpu kepada subordinasi bagi analog-q

pengoperasian Al-Shaqsi-Darus yang diperoleh menggunakan konsep kalkulus

kuantum.

Kajian dalam bab enam, menumpukan untuk mengkaji anggaran pekali bagi

subkelas fungsi yang analisis dan bi-univalen. Kajian anggaran pekali ini melibatkan

dua fungsi iaitu fungsi Fox-Wright dan fungsi polinomial Faber selain itu turut dikaji

anggaran pekali fungsi subkelas analisis dan bi-univalen melibatkan fungsi Fox-Wright

teritlak dan Kuroki-Owa.
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Manakala dalam bab tujuh dan lapan, diperkenal pengoperasian fungsi ganjil

univalen dan p-valen yang diterbitkan menggunakan kaedah pembezaan Salagean.

H(n,z) = z+
∞

∑
k=2

(2k−1)nc2k−1z2k−1.

Diperkenalkan kelas fungsi Tn(α), seterusnya dikaji beberapa sifat bagi kelas ini seperti

pekali ketaksamaan, teorem pertumbuhan dan erotan, kombinasi linear cembung dan

hasil tambah separa.

Dalam bab sembilan, menumpukan kepada pengoperasian pengkamir am bagi

fungsi p-valen dalam pengertian fungsi bak-bintang Janowski. Dalam kajian ini

diterbitkan syarat cukup yang perlu bagi pengoperasi p-valen bak-bintang dan p-valen

hampir cembung seragam dalam U.

Akhir sekali, bab sepuluh kajian beralih kepada mendapatkan subordinasi dan

superordinasi bagi suatu subkelas baharu yang merupakan subkelas fungsi univalen

Mb(α,λ ,β ,η). Seterusnya, diberi kes-kes yang penting bagi hasil utama yang

diperoleh untuk menentukan pilihan bagi fungsi h dan juga hasil teori klasik

subordinasi dan superordinasi pembeza secara am.

Justeru, susunan bab dalam tesis ini disusun dengan bab dua hingga enam lebih

menumpu kepada kajian melibatkan fungsi polilogaritma. Manakala bab tujuh hingga

sepuluh menumpu kepada kajian melibatkan kelas fungsi pengoperasi baharu.UN
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BAB II

SUBKELAS BAHARUMENGGUNAKAN PENGOPERASIAN FUNGSI

SRIVASTAVA-CHOI DAN POLILOGARITMA TERITLAK

2.1 PENGENALAN DAN TAKRIFAN

Pengenalan dan kajian berkenaan pengoperasian telah muncul pada awal kajian teori

fungsi pemboleh ubah kompleks. Pengoperasian pertama telah diperkenalkan pada

tahun pertama abad kedua puluh oleh ahli matematik iaitu Alexander (1915). Selepas

itu beberapa lagi penyelidik telah menerbitkan pengoperasian mereka antaranya,

Libera (1965), Bernardi (1969), Jung, Kim dan Srivastava (1993), Ruscheweyh (1975),

Salagean (1983) dan ramai lagi. Penggunaan pengoperasian telah memudahkan

pengenalan kelas khas fungsi univalen dan seterusnya mengkaji sifat fungsi dalam

kelas tersebut, seperti kecembungan, kebakbintangan, anggaran pekali dan sifat erotan.

Pada tahun 1915, Alexander (1915) telah memperkenalkan pengoperasian

kamiran Alexander. Manakala, pada tahun 1983 telah menakrifkan pengoperasian

terbitan yang dikenali sebagai pengoperasian terbitan Salagean Salagean (1983). Hasil

kerja Alexander dan Salagean telah dirujuk ramai penyelidik dan telah digunakan

dalam mendapatkan kelas fungsi baharu dan membuktikan banyak hasil menarik yang

berkaitan dengannya.

Pendekatan terkini adalah dengan mengabungkan pengoperasian terbitan

bersama pengoperasian kamiran seperti yang dilakukan oleh beberapa penyelidik

seperti Acu dan Oros (2020), Oros (2020), Oros dan Lupas (2020) dan juga Oros

(2023) yang menjalankan kajian pengoperasian melibatkan gabungan pengoperasian

Ruscheweyh dan Bernardi.
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Justeru, memberi inspirasi dalam kajian yang dibincangkan dalam bab ini.

Perbincangan akan menumpu pada pengoperasian baharu hasil gabungan

pengoperasian kamiran Srivistava-Choi dan pengoperasian terbitan fungsi

polilogaritma teritlak.

2.2 PENGOPERASIAN BAHARU PEMBEZA-KAMIRAN

Dalam bahagian ini, akan dilihat terlebih dahulu definisi pengoperasian kamiran

Srivastava-Choi yang diperoleh daripada fungsi Lerch zeta. Fungsi Lerch zeta ,juga

dipanggil fungsi Hurwitz–Lerch diterbitkan pada tahun 1887. Ia dinamakan sempena

ahli matematik Czech iaitu Mathias Lerch, yang menerbitkan kertas kerja berkenaan

fungsi ini.

Takrif 2.2.1. (Srivistava dan Choi 2001) Fungsi Hurwitz-Lerch zeta teritlak Φ(z,s,b)

ditakrifkan oleh

Φ(z,s,b) =
∞

∑
n=0

zn

(n+b)s ,

dengan s ∈C,b ∈C\Z−
0 apabila |z|< 1, dan Ny{s}> 1 apabila |z|= 1. Diperhatikan

bahawa,

Φ(z,s,b) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

ts−1e−at

1− ze−t dt.

Katalah

Φ(z,s,b,q) = ((b+nq)szΦ(z,s,b)) =
∞

∑
n=0

(
b+nq
n+b

)s

zn+1

= z+
(

b+q
1+b

)s

z2 +

(
b+2q
2+b

)s

z3 + · · ·

= z+
∞

∑
n=2

(
b+(n−1)q

n+b−1

)s

zn.

Ambil fungsi f seperti yang ditakrifkan oleh (1.2). Ditakrifkan fungsi Φ∗(z,s,b,q)

seperti berikut:

Φ∗(z,s,b,q) = (Φ(z,s,b,q))∗ f (z),
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maka

Φ∗(z,s,b,q) = z+
∞

∑
n=2

(
b+(n−1)q

n+b−1

)s

anzn (2.1)

dengan s ∈ C,b ∈ C\Z−
0 apabila |z|< 1, dan Ny{s}> 1 apabila |z|= 1.

Seterusnya, ditunjukkan bagaimana pengoperasian polilogaritma teritlak

diperkenalkan oleh Al-Shaqsi dan Darus (2008). Fungsi polilogaritma G(m;z),(m ∈C)

juga dikenali sebagai fungsi Jonquiére’s. Al-Shaqsi dan Darus (2008) memperkenalkan

fungsi (G(m;z))(−1) seperti berikut:

G(m;z)∗ (G(m;z))(−1) =
z

(1− z)λ+1 (λ >−1,m ∈ N) (2.2)

dan memperoleh pengoperasian linear berikut

Dm
λ f (z) = (G(m;z))(−1) ∗ f (z). (2.3)

Untuk λ >−1, diperoleh

z
(1− z)λ+1 =

∞

∑
n=0

(λ +1)n

n!
zn+1 =

∞

∑
n=1

(λ +1)n−1

(n−1)!
zn,(z ∈ U), (2.4)

dengan (λ +1)n−1 ialah simbol Pochhammer

(λ +1)n−1 =
Γ(λ +n)
Γ(λ +1)

=
(λ +n−1)!

λ !
.

Dengan mengambil (2.1.3) dan (2.4) ke dalam (2.3), diperoleh

∞

∑
n=1

1
nm zn ∗ (G(m;z))(−1) =

∞

∑
n=1

(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

zn,(z ∈ U).

Oleh itu, fungsi (G(m;z))(−1) boleh ditulis dalam bentuk berikut:

(G(m;z))(−1) =
∞

∑
n=1

nm (n+λ −1)!
λ !(n−1)!

zn,(z ∈ U). (2.5)
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Seterusnya,Al-Shaqsi dan Darus (2008) memberikan takrifan berikut:

Takrif 2.2.2. (Al-Shaqsi dan Darus 2008) Untuk f ∈ A, fungsi polilogaritma teritlak

ditakrifkan seperti berikut Pm
λ f (z) : A→ A

Pm
λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn, (2.6)

dengan m,λ ∈ N0 = {0,1,2, ...},z ∈ U.

Untuk penerangan lebih lanjut mengenai polylogaritma dalam teori fungsi

univalen, lihat Ponnusamy dan Sabapathy (1996) serta Ponnusamy (1998).

Dengan menggunakan hasil darab Hadamard melibatkan pengoperasian

kamiran Φ∗(z,s,b,q) dalam (2.1) dan (2.5) memberikan pengoperasian

pembeza-kamiran ϒm
s,b,q,λ f (z) seperti berikut:

ϒm
s,b,q,λ f (z) = Φ∗(z,s,b,q) f (z)∗ (G(m;z))(−1).

Maka diperoleh,

ϒm
s,b,q,λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

(
b+(n−1)q

n+b−1

)s nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn (2.7)

dengan s∈C,b∈C\Z−
0 apabila |z|< 1, Ny{s}> 1 danm,λ ∈N0 = {0,1,2, ...},z∈U.

Perhatikan bahawa ϒ0
0,b,q,0 f (z) = f (z).

Dengan mengambil nilai-nilai paramater tertentu ke dalam pengoperasian

ϒm
s,b,q,λ f (z) diperoleh pengoperasian yang diperkenal oleh penyelidik yang lepas,

antaranya:

1. ϒ0
s,b+1,0,0 f (z)≡ Js,b f (z) = z+∑∞

n=2
(b+1

k+b

)s
anzn, (Attiya dan Aouf 2007).

2. ϒ0
1,1,0,0 f (z)≡ A( f )(z) =

∫ z
0

f (t)
t dt = z+∑∞

n=2
1
nanzn, Alexander pada tahun 1915

(lihat Duren (1983)).

3. ϒ0
1,2,0,0 f (z)≡ L( f )(z) = 2

z
∫ z

0 f (t)dt = z+∑∞
n=2

2
n+1anzn (Libera 1965).
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4. ϒ0
1,a+1,0,0 f (z) ≡ La( f )(z) = a+1

za

∫ z
0 ta−1 f (t)dt = z + ∑∞

n=2
(a+1

k+a

)
anzn,a > −1,

(Bernardi 1969).

5. ϒ0
σ ,2,0,0 f (z) ≡ Iσ ( f )(z) = z + ∑∞

n=2
( 2

k+1

)σ
anzn,a > −1, (Jung, Kim dan

Srivastava 1993).

6. ϒ0
0,b,q,λ f (z)≡Rλ ( f )(z) = z+∑∞

n=2

(
(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)
anzn, (Ruscheweyh 1975).

7. ϒm
0,b,q,0 f (z)≡Sm( f )(z) = z+∑∞

n=2 (n
m)anzn, (Salagean 1983).

Untuk 0 ≤ δ < 1, 0 < ν ≤ 1 dan 0 < γ ≤ 1, katalah Qm,s,b,q,λ (δ ,ν ,σ) ∈ A

mengandungi fungsi-fungsi dalam bentuk (1.2) yang memenuhi ketaksamaan:∣∣∣∣∣ (ϒm
s,b,q,λ f (z))′−1

2γ((ϒm
s,b,q,λ f (z))′−δ )− ((ϒm

s,b,q,λ f (z))′−1)

∣∣∣∣∣< ν . (2.8)

Dengan mewakilkan nilai-nilai tertentu pada s,m,δ and σ dalam kelas

Qm,s,b,q,λ (δ ,ν ,σ), diperoleh subkelas penting yang telah dikaji oleh ramai penyelidik

sebelum ini.

1. Apabila m = δ = s = λ = 0 dan γ = 1, diperoleh kelas fungsi f yang memenuhi

syarat ∣∣∣∣ f ′(z)−1
f (z)+1

∣∣∣∣< ν .

Ini adalah kelas fungsi yang dikaji oleh Caplinger dan Causey (1973).

2. Apabila m = s = λ = 0 dan γ = 1, diperoleh kelas fungsi f yang memenuhi

syarat ∣∣∣∣ f ′(z)−1
f (z)+1−2δ

∣∣∣∣< ν ,

dengan 0 ≤ δ < 1,0 < ν ≤ 1, telah dikaji oleh Gupta dan Jain (1976).

3. Apabila m= s= λ = 0,ν = 1 dan γ = 1, diperoleh pula fungsi f yang memenuhi

syarat ∣∣∣∣ f ′(z)−1
2γ( f (z)−δ )− ( f ′(z)−1)

∣∣∣∣< 1.

Ini merupakan kajian oleh Juneja dan Mogra (1978).

Selanjutnya, ambil Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,σ) = Qm,s,b,q,λ (δ ,ν ,σ) ∩ T yang T adalah

kelas yang ditakrif oleh (1.12).
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2.3 SIFAT BAGI SUBKELAS DENGAN PEKALI NEGATIF

Dalam bahagian ini, akan dibincangkan beberapa sifat dalam subkelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ)

seperti batas pekali, batas erotan, titik ekstrim, jejari hampir cembung, kebakbintangan

dan ketaksamaan kecembungan min terkamir, hasil darab Hadamard terubah suai dan

hasil tambah separa.

2.3.1 Ketaksamaan pekali

Bahagian ini akan membincangkan batas pekali bagi kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) yang akan

digunakan dalam teorem seterusnya.

Teorem 2.3.1. Katalah fungsi f seperti ditakrifkan oleh Silverman (1975) dalam (1.12).

Maka f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) jika dan hanya jika

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)]
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an| ≤ 2νγ(1−δ ) (2.9)

dengan s∈C,b∈C\Z−
0 apabila |z|< 1, Ny{s}> 1 danm,λ ∈N0 = {0,1,2, ...},z∈U.

Hasil yang diperoleh adalah memenuhi bagi fungsi

f (z) = z− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)]
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn. (2.10)

Bukti.

Andaikan ketaksamaan (2.9) benar dan ambil |z| ≤ 1. Maka secara hipotesisnya,

daripada subkelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) diperoleh∣∣∣(ϒm

s,b,q,λ f (z))′−1
∣∣∣−ν |2γ((ϒm

s,b,q,λ f (z))′−δ )− ((ϒm
s,b,q,λ f (z))′−1)|

=

∣∣∣∣∣− ∞

∑
n=2

n
(

b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)
anzn−1

∣∣∣∣∣
− ν

∣∣∣∣∣2γ(1−δ )−
∞

∑
n=2

n
(

b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)
(2γ −1)anzn−1

∣∣∣∣∣
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≤
∞

∑
n=2

n
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an|−2νγ(1−δ )

+
∞

∑
n=2

n
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ν(2γ −1)|an|

=
∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an|

−2νγ(1−δ )≤ 0

=
∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an|

≤ 2νγ(1−δ ).

Oleh itu, f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ).

Dalam pembuktian syarat cukup, andaikan bahawa f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ). Maka

diperoleh ∣∣∣∣∣ (ϒm
s,b,q,λ f (z))′−1

2γ((ϒm
s,b,q,λ f (z))′−δ )− ((ϒm

s,b,q,λ f (z))′−1)

∣∣∣∣∣< ν

seterusnya ∣∣∣−∑∞
n=2 n

(
b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)
anzn−1

∣∣∣∣∣∣2γ(1−δ )−∑∞
n=2 n

(
b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)
(2γ −1)anzn−1

∣∣∣ < ν

mengimplikasikan

Ny

 ∑∞
n=2 n

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣anzn−1

2γ(1−δ )−∑∞
n=2 n

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)
(2γ −1)

∣∣∣anzn−1

< ν . (2.11)

Oleh kerana Ny(z)≤ |z| untuk semua z. Dengan mengambil z → 1− untuk nilai

nyata dalam (2.11), diperoleh ketaksamaan (2.9).
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Sekarang, untuk fungsi

f (z) = z− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn,

dengan

|an|= n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣
untuk n ≥ 2.

Maka

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an|

=
∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣
×

 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣


= 2νγ(1−δ ).

Oleh itu, pembuktian telah lengkap. Daripada Teorem 2.3.1, diperoleh korolari berikut.

Korolari 2.3.2. Misalkan fungsi f ditakrifkan oleh (1.12) dan f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ),

maka

|an| ≤
2νγ(1−δ )

∞
∑

n=2
n[1+ν(2γ −1)]

(
nm(n+λ−1)!

λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣ (2.12)

dengan s∈C,b∈C\Z−
0 apabila |z|< 1, Ny{s}> 1 danm,λ ∈N0 = {0,1,2, ...},z∈U.

Bukti.

Teorem 2.3.1 diberikan oleh

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)]
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an| ≤ 2νγ(1−δ ).

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



38

Seterusnya diperoleh

|an| ≤
2νγ(1−δ )

∞
∑

n=2
n[1+ν(2γ −1)]

(
nm(n+λ−1)!

λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣ .

2.3.2 Titik ekstrim

Bahagian ini akan mengkaji berkaitan titik ekstrim kelas fungsi f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ).

Berikut dinyatakan teorem berkaitan titik ekstrim melibatkan kelas fungsi

f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) dan dan pembuktiannya.

Teorem 2.3.3. Katalah f1(z) = z dan

fn(z) = z− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn,(n ≥ 2).

Maka f adalah kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) jika dan hanya jika boleh diungkapkan dalam

bentuk

f (z) =
∞

∑
n=1

ωn fn(z) (2.13)

dengan ωn ≥ 0 dan ∑∞
n=1 ωn = 1.

Bukti.

Andaikan f boleh ditulis seperti (2.13). Maka

f (z) =
∞

∑
n=1

ωn fn(z)

= w1 f1 +
∞

∑
n=2

ωn fn(z)

= w1 f1 +
∞

∑
n=2

ωn

z− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn


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= w1z+
∞

∑
n=2

ωnz−

 ∞

∑
n=2

ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn


=

(
∞

∑
n=1

ωn

)
z−

 ∞

∑
n=2

ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn


= z−

 ∞

∑
n=2

ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn

 .

Sekarang,

f (z) = z−
∞

∑
n=2

|an|zn

= z−
∞

∑
n=2

ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn

supaya

|an|= ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣ .
Oleh kerana,

∞

∑
n=2

ωn = 1−ω1 ≤ 1,

oleh itu

∞

∑
n=2

ωn =
∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

× ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
=

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

|an| ≤ 1,

iaitu

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |an| ≤ 2νγ(1−δ ).
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Maka (2.9) diterima. Justeru, f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), daripada Teorem 2.3.1

(Mencukupi).

Sebaliknya, andaikan bahawa f ditakrifkan oleh (1.12) dalam kelas

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ). Maka dengan menggunakan (2.12), dan memilih

ωn =
n[1+ν(2γ −1)

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

|an|,(n ≥ 2),

dan ω1 = 1−∑∞
n=2 ωn. Maka

f (z) = z−
∞

∑
n=2

|an|zn = z−
∞

∑
n=2

ωn
2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
= z−

∞

∑
n=2

ωn[z− fn(z)] = z−
∞

∑
n=2

ωnz+
∞

∑
n=2

ωn fn(z)

=

(
1−

∞

∑
n=2

ωn

)
z+

∞

∑
n=2

ωn fn(z) = ω1z+
∞

∑
n=2

ωn fn(z)

= ω1 f1(z)+
∞

∑
n=2

ωn fn(z)

=
∞

∑
n=1

ωn fn(z).

Oleh itu pembuktian telah lengkap.

2.3.3 Teorem pertumbuhan dan erotan

Sifat pertumbuhan dan erotan bagi fungsi f dalam kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) diberikan

seperti berikut:
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Teorem 2.3.4. Suatu fungsi f ditakrifkan oleh (1.12) merupakan kelas kepada

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ). Maka untuk |z|= r < 1 diperoleh

r− νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r2 ≤ | f (z)|

≤ r+
νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r2, (2.14)

dan

1− 4νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r ≤ | f ′(z)|

≤ 1+
4νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r. (2.15)

Bukti.

Oleh kerana f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dan ketaksamaan (2.9) bagi Teorem 2.3.1, diperoleh

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ −1)!
λ !

)∣∣∣∣ ∞

∑
n=2

|ak|

≤
∞

∑
n=2

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣∣ |ak|

≤ 2νγ(1−δ ), (n ≥ 2).

Maka

∞

∑
n=2

an ≤
2νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣ . (2.16)

Setelah ketaksamaan diperoleh daripada (1.12) dan (2.16), andaikan bahawa |z|= r, bagi

memperoleh ketaksamaan berikutnya. Oleh kerana

f (z) = z−
∞

∑
n=2

|an|zn
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diperoleh

| f (z)|=

∣∣∣∣∣z− ∞

∑
n=2

anzn

∣∣∣∣∣≤ | f (z)| ≤ |z|+ |z|2
∞

∑
n=2

|an||zn−2| ≤ r+ r2
∞

∑
n=2

|an|

≤ r+
2νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r2.

Jadi

| f (z)| ≥ r− r2
∞

∑
n=2

|an| ≥ r− 2νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r2.

Selanjutnya

f ′(z) ≤ 1+
∞

∑
n=2

n|an||zn−1| ≤ 1+2r
∞

∑
n=2

|an|

≤ 1+
4νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r
dan

| f ′(z)| ≥ 1−
∞

∑
n=2

n|an||zn−1| ≥ 1−2r
∞

∑
n=2

|an|

≥ 1− 4νγ(1−δ )

[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+q

b+1

)s(2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣r.
Ini melengkapkan pembuktian.

2.3.4 Jejari bagi kebakbintangan dan kecembungan

Dalam teorem berikut, diperoleh jejari bagi kebakbintangan, kecembungan dan hampir

kecembungan untuk kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ).

Teorem 2.3.5. Ambil fungsi f ditakrifkan oleh (1.12) dalam kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ).

Maka f hampir cembung peringkat β ,(0 ≤ β < 1) dalam cakera |z|< r, dengan

r := inf
n≥2

(1−β )[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )


1

n−1

.
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Hasil diperoleh adalah tepat dengan fungsi f diberikan oleh (2.12).

Bukti.

Diberikan f ∈ T dan f adalah fungsi hampir cembung peringkat β dalam cakera |z|< r

jika dan hanya jika

| f ′(z)−1|< 1−β , apabila |z|< r. (2.17)

Bagi pembuktian dari kiri (2.17) diperoleh

| f ′(z)−1| ≤
∞

∑
n=2

n|an||z|n−1.

Maka (2.17) diimplikasi oleh

∞

∑
n=2

n
1−β

|an||z|n−1 < 1.

Menggunakan fakta bahawa f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), jika dan hanya jika

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)]
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

|an| ≤ 1,

didapati bahawa (2.17) adalah benar jika

n
1−β

|z|n−1 ≤
n[1+ν(2γ −1)]

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

,

apabila |z|< r.

Oleh itu,

r := inf
n≥2

(1−β )[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )


1

n−1

.

Dengan ini pembuktian telah lengkap.
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Teorem 2.3.6. Katalah fungsi f ditakrifkan oleh (1.12) dalam kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ).

Maka

(1) f adalah bak-bintang peringkat β ,(0 ≤ β < 1) dalam cakera |z|< r, yang

Ny
{

z f ′(z)
f (z)

}
> β , (|z|< r,0 ≤ β < 1),

dengan

r := inf
n≥2

n(1−β )[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )(n−β )


1

n−1

.

(2) f adalah cembung peringkat β ,(0 ≤ β < 1) dalam cakera |z|< r, yang

Ny
{

1+ z f ′′(z)
f ′(z)

}
> β , (|z|< r,0 ≤ β < 1),

dengan

r := inf
n≥2

n(1−β )[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )(n−β )


1

n−1

.

Kedua-dua keputusan ini adalah memenuhi fungsi ektrema diberikan oleh (2.12).

Bukti.

Pembuktian untuk (1), diberikan f ∈ T ditakrifkan oleh (1.12) dan f adalah bak-bintang

peringkat β dalam cakera unit |z|< r jika dan hanya jika∣∣∣∣z f ′(z)
f (z)

−1
∣∣∣∣< 1−β , apabila |z|< r. (2.18)

Bagi pembuktian dari kiri (2.18) diperoleh∣∣∣∣z f ′(z)
f (z)

−1
∣∣∣∣≤ ∑∞

n=0(n−1)|an||z|n−1

1−∑∞
n=0 |an||z|n−1 .

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



45

Maka (2.18) diimplikasi oleh

∞

∑
n=2

n−β
1−β

|an||z|n−1 < 1.

Menggunakan fakta bahawa f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), jika dan hanya jika

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)]
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

|an| ≤ 1,

(2.17) adalah benar bagi setiap z ∈ C dalam cakera |z|< r jika

n−β
1−β

|z|n−1 ≤
n[1+ν(2γ −1)]

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )(n−β )

,

Oleh itu,

r := inf
n≥2

n(1−β )[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )


1

n−1

.

Dengan ini pembuktian telah lengkap.

Seterusnya, dengan mengunakan kaedah pembuktian yang sama seperti dalam

Teorem 2.3.1 dapat ditunjukkan hasil yang diperoleh adalah memenuhi fungsi ekstrim

(2.12).

Pembuktian untuk (2), dengan mengunakan fakta bahawa f adalah cembung

peringkat β jika dan hanya jika z f ′(z) adalah bak-bintang peringkat β , jadi (2) dapat

dibuktikan menggunakan pendekatan yang sama untuk (1).

2.3.5 Ketaksamaan kamiran min

Untuk membuktikan hasil melibatkan ketaksamaan kamiran min, diperlukan

konsep subordinasi yang diterangkan dalam bab satu dan menggunakan lema yang

diperkenalkan oleh Littlewood (1925) seperti berikut:
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Lema 2.3.7. (Littlewood 1925) Jika fungsi f ,g analisis dalam U dengan f ≺ g, maka

∫ 2π

0
| f (z)|ydθ ≤

∫ 2π

0
|g(z)|ydθ , (z = reiθ ,0 < r < 1,y > 0).

Berikut, dinyatakan kamiran min:

Teorem 2.3.8. Katalah fungsi f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dan fn ditakrifkan oleh

fn(z) = z− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn. (2.19)

Jika wujud fungsi analisis w(z) diberikan oleh

(w(z))n−1 =
∞

∑
n=0

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

anzn−1,

maka, untuk z = reiθ , 0 < r < 1, diperoleh

∫ 2π

0
| f (reiθ )|ydθ ≤

∫ 2π

0
| fn(reiθ )|ydθ , (z = reiθ ,0 < r < 1,y > 0).

Bukti.

Ambil f ditakrifkan dalam (1.12) dan fn(z) diberikan oleh (2.19). Perlu ditunjukkan

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣1− ∞

∑
n=2

anzn−1

∣∣∣∣∣
y

dθ ≤
∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∣1− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn−1

∣∣∣∣∣∣
y

dθ ,

(z = reiθ ,0 < r < 1,y > 0).

Daripada Lema 2.3.7, cukup jika ditunjukkan bahawa

1−
∞

∑
n=2

anzn−1 ≺ 1− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣zn−1. (2.20)

Jika subordinasi (2.20) benar, maka diperoleh fungsi analisis ω dengan ω(0) = 0
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dan |ω(z)|< 1 sehingga

1−
∞

∑
n=2

anzn−1 = 1− 2νγ(1−δ )

n[1+ν(2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣ [w(z)]n−1. (2.21)

Setelah dipermudahkan, diperoleh

[ω(z)]n−1 =
n[1+ν(2γ −1)

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

∞

∑
n=2

anzn−1,

yang memberikan ω(0) = 0. Bagi fungsi ω , diperoleh

|ω(z)|n−1 =

∣∣∣∣∣∣
n[1+ν(2γ −1)

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

∞

∑
n=2

anzn−1

∣∣∣∣∣∣ ,

|ω(z)|n−1 ≤
n[1+ν(2γ −1)

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

∞

∑
n=2

an
∣∣zn−1∣∣ ,

≤ |z|
n[1+ν(2γ −1)

∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2νγ(1−δ )

∞

∑
n=2

an.

Dengan menggunakan (2.9) diperoleh

|ω(z)|n−1 ≤ |z|< 1.

Dengan ini pembuktian teorem telah lengkap.

2.3.6 Hasil darab Hadamard terubahsuai

Katalah f j(z),( j = 1,2) ditakrifkan oleh

f j(z) = z−
∞

∑
n=2

an, jzn, untuk semua (an, j ≥ 0,z ∈ U). (2.22)
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Hasil darab Hadamard terubahsuai bagi f1 dan f2 ditakrifkan oleh

( f1 ∗ f2)(z) = z−
∞

∑
n=2

an,1an,2zk.

Menggunakan teknik yang digunakan oleh Schild dan Silverman (1977), dapat

dibuktikan hasil berikut:

Teorem 2.3.9. Katalah fungsi f j(z),( j = 1,2) ditakrifkan oleh (2.22), Misalkan f1 ∈

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dan f2 ∈ Q∗

m,s,b,q,λ (δ ,µ,γ). Maka ( f1 ∗ f2)(z) ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,γ,ξ ),

dengan

ξ =
2νµγ(1−δ )[

2
(

2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣ (1+ν(2γ−1))
(1+µ(2γ−1))−1

]
−4νµγ2(1−δ )+2γ(1−δ )νµ

. (2.23)

Hasil diperoleh adalah tepat bagi fungsi

f1(z) = z− 2νγ(1−δ )

2[1+ν(2γ −1)
(

2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣z2

dan

f2(z) = z− 2µγ(1−δ )

2[1+µ(2γ −1)
(

2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣z2.

Bukti.

Daripada Teorem 2.3.1, adalah cukup ditunjukkan bahawa

∞

∑
n=2

n[1+ξ (2γ −1)
∣∣∣(b+(n−1)q

n+b−1

)s(nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣
2ξ γ(1−δ )

an,1an,2zn−1 ≤ 1,

untuk ξ ditakrifkan oleh (2.23). Sekarang, f1(z) dan f2(z)masing-masing berada dalam

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ) dan Q∗

m,s,b,q,λ (δ ,µ,γ). Diperoleh,

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

an,1an,2 ≤ 1,
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dan
∞

∑
n=2

n[1+µ(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2µγ(1−δ )

an,1an,2 ≤ 1.

Menerusi ketaksamaan Cauchy-Shwarz, diperoleh

∞

∑
n=2

n
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2γ(1−δ )

√(
(1+ν(2γ −1))

ν

)(
(1+µ(2γ −1))

µ

)
an,1an,2 ≤ 1,

Oleh itu, sudah cukup dengan menunjukkan bahawa

(1+ξ (2γ −1))
ξ

an,1an,2 ≤

√(
(1+ν(2γ −1))

ν

)(
(1+µ(2γ −1))

µ

)
an,1an,2

atau kesetaraanya

√
an,1an,2 ≤

ξ
(1+ξ (2γ −1))

√(
(1+ν(2γ −1))

ν

)(
(1+µ(2γ −1))

µ

)
,

untuk n ≥ 2.

Diperhatikan bahawa

√
an,1an,2 ≤

2γ(1−δ )

n
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
√(

ν
(1+ν(2γ −1))

)(
µ

(1+µ(2γ −1))

)
.

Akibatnya, hanya perlu dibuktikan bahawa

2γ(1−δ )

n
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
√(

ν
(1+ν(2γ −1))

)(
µ

(1+µ(2γ −1))

)

≤ ξ
(1+ξ (2γ −1))

√(
(1+ν(2γ −1))

ν

)(
(1+µ(2γ −1))

µ

)
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atau, setara bahawa

ξ ≤
2γ(1−δ )νµ[

n
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣ (1+ν(2γ−1))
(1+µ(2γ−1))−1

]
−4νµγ2(1−δ )+2γ(1−δ )νµ

.

Oleh kerana

ψ(n) =
2γ(1−δ )νµ[

n
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣ (1+ν(2γ−1))
(1+µ(2γ−1))−1

]
−4νµγ2(1−δ )+2γ(1−δ )νµ

,

(2.24)

ialah fungsi menokok bagi n(n ≥ 2). Dengan memilih n = 2 dalam (2.24), diperoleh

ξ ≤ ψ(2) =
2γ(1−δ )[

2
(

2m(λ+1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣ (1+ν(2γ−1))
(1+µ(2γ−1))−1

]
−4νµγ2(1−δ )+2γ(1−δ )νµ

,

yang melengkapkan pembuktian.

Teorem 2.3.10. Katalah fungsi f j(z),( j = 1,2) ditakrifkan oleh (2.22), kelas bagi

Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ). Maka fungsi

h(z) = z−
∞

∑
n=2

(
a2

n,1 +a2
n,2
)

zn,

berada dalam kelas Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dengan

φ =
4ν2γ(1−δ )[

2(1+ν(2γ −1))2
(

2m(λ+1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣]−8ν2γ2(1−δ )−4ν2γ(1−δ )
.
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Bukti.

Daripada Teorem 2.9, diperoleh

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

a2
n,1,

≤

 ∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

an,1

2

≤ 1 (2.25)

dan

∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

a2
n,2,

≤

 ∞

∑
n=2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

an,2

2

≤ 1. (2.26)

Daripada (2.25) dan (2.26), diperoleh

∞

∑
n=2

1
2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

2

(a2
n,1 +a2

n,2)≤ 1.

Oleh itu, ketaksamaan berikut harus dipenuhi untuk mendapatkan φ terbesar

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

≤ 1
2

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
2νγ(1−δ )

2

,

iaitu

φ ≤ 4ν2γ(1−δ )[
n[1+ν(2γ −1)

(
nm(n+λ−1)!

λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣]−8ν2γ2(1−δ )−4ν2γ(1−δ )
.

Oleh kerana,
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χ(n) =
4ν2γ(1−δ )[

n[1+ν(2γ −1)
(

nm(n+λ−1)!
λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣]−8ν2γ2(1−δ )−4ν2γ(1−δ )
,

ialah fungsi menokok.

Dengan memilih n = 2, diperoleh

φ ≤ χ(2) =
4ν2γ(1−δ )[

2[1+ν(2γ −1)
(

2m(λ−1)!
λ !

)∣∣∣(b+q
b+1

)s∣∣∣]−8ν2γ2(1−δ )−4ν2γ(1−δ )
.

Dengan ini pembuktian telah lengkap.

2.3.7 Hasil tambah separa

Silverman (1997) telah menentukan batas bawah tepat pada bahagian nyata untuk

pembahagi antara fungsi bak-bintang ternormal dan juga fungsi cembung ternormal

dan jujukan hasil tambah separa.

Bahagian ini akan menggunakan pendekatan Silverman (1997) dalam

mendapatkan hasil tambah separa bagi fungsi analisis. Akan dikaji nisbah fungsi

dalam bentuk (1.2) dan juga hasil tambah separa dalam bentuk

fn(z) = z+
n

∑
n=2

anzn, (z ∈ U), (2.27)

apabila nilai pekali-pekali cukup kecil untuk memenuhi (2.9). Lebih jelas lagi akan

ditentukan batas bawah tepat bagi

Ny
{

f (z)
fn(z)

}
, Ny

{
fn(z)
f (z)

}
, Ny

{
f ′(z)
f ′n(z)

}
dan Ny

{
f ′n(z)
f ′(z)

}
.
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Untuk tujuan ini, akan digunakan hasil kajian yang diketahui iaitu

Ny
{

1+w(z)
1−w(z)

}
> 0, (z ∈ U),

jika dan hanya jika w(z) = ∑∞
n=1 cnzn memenuhi ketaksamaan |w(z)|< |z|.

Teorem 2.3.11. Katalah f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dan memenuhi (2.9), maka

Ny
{

f (z)
fn(z)

}
> 1− 1

cn+1
, (z ∈ U), (2.28)

dan

Ny
{

fn(z)
f (z)

}
>

cn+1

1+ cn+1
, (z ∈ U), (2.29)

dengan cn ditakrifkan seperti berikut:

cn =
n[1+ν(2γ −1)

(
nm(n+λ−1)!

λ !(n−1)!

)∣∣∣(b+(n−1)q
n+b−1

)s∣∣∣
γ(1−δ )

.

Hasil diperoleh adalah tepat bagi setiap n dengan fungsi diberi oleh

f (z) = z− zn+1

cn+1
, (z ∈ U,n ∈ N). (2.30)

Bukti.

Bagi membuktikan (2.28), ditunjukkan bahawa

cn+1

{
f (z)
fn(z)

−
(

1− 1
cn+1

)}
=

1+∑n
k=2 akzk−1 +∑∞

k=n+1 cn+1akzk−1

1+∑n
k=2 akzk−1

=
1+A(z)
1+B(z)

.

Di sini

A(z) =
n

∑
k=2

akzk−1 +
∞

∑
k=n+1

cn+1akzk−1 dan B(z) =
n

∑
k=2

akzk−1.

Disusun
1+w(z)
1−w(z)

=
1+A(z)
1+B(z)

,
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sehingga

w(z) =
B(z)−A(z)

2+A(z)+B(z)
.

Maka

w(z) =
cn+1 ∑∞

k=n+1 akzk−1

2+2∑n
k=2 akzk−1 +∑∞

k=n+1 cn+1akzk−1 ,

diperhatikan bahawa w(0) = 0 dan

|w(z)| ≤
cn+1 ∑∞

k=n+1 |ak|
2−2∑n

k=2 |ak|zk−1 −∑∞
k=n+1 cn+1|ak|

.

Sekarang, |w(z)| ≤ 1 jika dan hanya jika

2(cn+1)
∞

∑
k=n+1

|ak| ≤ 2−2
n

∑
k=2

|ak|,

yang setara dengan

cn+1

∞

∑
k=n+1

|ak|+
n

∑
k=2

|ak| ≤ 1. (2.31)

Cukup ditunjukkan dari sebelah kiri (2.31) terbatas sebelah atas oleh syarat (2.9) yang

setara dengan
∞

∑
k=n+1

(ck − cn+1)|ak|+
n

∑
k=2

(ck −1)|ak| ≥ 0.

untuk melihat fungsi yang diberi oleh (2.30) memberikan hasil yang tepat, diperhatikan

bahawa untuk z = re
πi
n

f (z)
fn(z)

= 1+
zn

cn+1
→ 1− 1

cn+1
apabila z → 1−.

Bagi pembuktian bahagian kedua teorem ini, ditulis

(1+ cn+1)

{
fn

f (z)
− cn+1

cn+1 +1

}
=

1+∑n
k=2 akzk−1 +∑∞

k=n+1 cn+1akzk−1

1+∑n
k=2 akzk−1

=
1+w(z)
1−w(z)

diperoleh

w(z) =
∑∞

k=n+1(1+ cn+1)akzk−1

2+2∑n
k=2 akzk−1 +∑∞

k=n+1(1+ cn+1)akzk−1 ,
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dan

|w(z)| ≤ ∑∞
k=n+1(1+ cn+1)|ak|zk−1

2−2∑n
k=2 akzk−1 −∑∞

k=n+1(1+ cn+1)|ak|zk−1 .

Sekarang, |w(z)| ≤ 1 jika dan hanya jika

2(1+ cn+1)
∞

∑
k=n+1

|ak| ≤ 2−2
n

∑
k=2

|ak|,

yang setara dengan

(1+ cn+1)
∞

∑
k=n+1

|ak|+
n

∑
k=2

|ak| ≤ 1.

Ketaksamaan dipenuhi bagi (2.29) bagi fungsi ekstremal f diberikan oleh (2.30).

Sekaligus melengkapkan pembuktian.

Teorem 2.3.12. Andaikan f ∈ Q∗
m,s,b,q,λ (δ ,ν ,γ), dan memenuhi (2.9), maka

Ny
{

f ′(z)
f ′n(z)

}
≥ 1− n+1

cn+1
, (z ∈ U), (2.32)

dan

Ny
{

f ′n(z)
f ′(z)

}
≥ cn+1

n+1+ cn+1
, (z ∈ U). (2.33)

Hasil diperoleh adalah tepat dengan fungsi yang diberi oleh (2.30).

Bukti.

Bagi membuktikan (2.32), cukup ditunjukkan bahawa

cn+1

{
f ′(z)
f ′n(z)

−
(

1− n+1
cn+1

)}
=

1+E(z)
1+D(z)

.

Disusun
1+w(z)
1−w(z)

=
1+E(z)
1+D(z)

,

yang

D(z) =
n

∑
k=2

kak dan E(z) =
∞

∑
k=n+1

k
cn+1

n+1
akzk−1
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sehingga

w(z) =
D(z)−E(z)

2+2D(z)+E(z)
.

Maka

w(z) =
cn+1
n+1 ∑∞

k=n+1 kak

2+∑n
k=2 kak +∑∞

k=n+1 k cn+1
n+1 akzk−1 ,

diperhatikan bahawa w(0) = 0 dan

|w(z)| ≤
cn+1
n+1 ∑∞

k=n+1 k|ak|
2−2∑n

k=2 k|ak|−∑∞
k=n+1 k cn+1

n+1 |ak|
.

Sekarang, |w(z)| ≤ 1 jika dan hanya jika

(
cn+1

n+1

) ∞

∑
k=n+1

k|ak|+
n

∑
k=2

k|ak| ≤ 1.

Daripada syarat (2.9) cukup ditunjukkan bahawa

(
cn+1

n+1

) ∞

∑
k=n+1

k|ak|+
n

∑
k=2

k|ak| ≤ ck|ak|.

Ini adalah setara dengan menunjukkan

n

∑
k=2

(ck − k)|ak|+
∞

∑
k=n+1

(n+1)ck − kcn+1

n+1
|ak| ≥ 0.

Bagi pembuktian bahagian kedua teorem ini, ditulis

w(z) = (n+1+ cn+1)

{
f ′n(z)
f ′(z)

−
(

cn+1

n+1+ cn+1

)}
= 1−

(1+ cn+1
n+1 )∑∞

k=n+1 kakzk−1

1+∑n
k=2 kakzk−1 ,

dan diperoleh
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∣∣∣∣w(z)−1
w(z)+1

∣∣∣∣≤ (1+ cn+1
n+1 )∑∞

k=n+1 k|ak|
2−2∑n

k=2 k|ak|− (1+ cn+1
n+1 )∑∞

k=n+1 k|ak|
≤ 1, (z ∈ U),

jika dan hanya jika

2
(

1+
cn+1

n+1

) ∞

∑
k=n+1

k|ak| ≤ 2−2
n

∑
k=2

k|ak|.

Batas yang diperoleh dalam (2.33) adalah tepat untuk semua n ∈ N bagi fungsi

ekstrim f diberikan oleh (2.30). Sekaligus melengkapkan pembuktian.
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BAB III

PENENTU HANKEL BAGI KELAS FUNGSI YANG DITAKRIFKAN OLEH

FUNGSI POLILOGARITMA TERITLAK

Di dalam Bab ini, akan dibincangkan berkenaan penentu Hankel kedua dan ketiga bagi

kelas fungsi yang ditakrif oleh fungsi polilogaritma teritlak.

3.1 PENDAHULUAN

Penentu Hankel Hq,n( f ) bagi q ≥ 1 dan n ≥ 1 untuk fungsi pekali Taylor f ∈ A dalam

bentuk (1.2) ditakrifkan oleh Noonan dan Thomas (1976) seperti yang diberikan dalam

(1.20).

Kajian melibatkan penentu Hankel, |Hq,n( f )| telah dilakukan oleh ramai

penyelidik. Dapat diperhatikan dengan mudah daripada (1.21) bahawa untuk nilai

q = 2 dan n = 1, akan diperoleh teorem klasik bagi Fekete dan Szego (1933) iaitu

H2,1( f ) = a3 −a2
2.

Fekete dan Szego (1933) telah membuat kajian awal untuk menganggarkan

nilai |a3 − µa2
2| bila a1 = 1 dan µ adalah nyata. Ketaksamaan yang amat dikenali ini

menyatakan, andai f ∈ S, maka

|a3 −µa2
2| ≤


4µ −3, jika µ ≥ 1,

1+2e(
−2µ
1−µ ) jika 0 ≤ µ < 1,

3−4µ jika µ < 0.
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Beberapa pengkaji telah mengkaji penentu melibatkan H2,1( f ). Sebagai

contoh, Keogh dan Merkes (1969) telah membincangkan anggaran tepat bagi

|a3 − µa2
2| bila f adalah hampir cembung dan bak-bintang dalam U. Fungsian (1.21)

telah dikaji antaranya oleh Koepf (1987), London (1993), Lee, Ravichandran dan

Supramaniam (2013), Krishna dan RamReddy (2015), Sokol dan Thomas (2018),

Srivastava, Murugusundaramoorthy dan Bulbuoca (2022) dan beberapa pengkaji lagi

dengan menggunakan penentu Hankel.

Daripada (1.22), penentu Hankel bagi f ∈ A for q = 2 dan n = 2, yang dikenali

sebagai penentu Hankel kedua, diberikan oleh H2,2( f ) = a2a4 − a2
3. Janteng, Halim

dan Darus (2006) adalah yang pertama mengunakan pendekatan penentu Hankel telah

mengkaji batas tepat bagi fungsi f dalam (1.2), yang melibatkan fungsi-fungsi yang

terbitannya mempunyai bahagian nyata positif. Hasil kajian ini memberikan hasil

|a2a4 − a2
3| ≤ 4/9. Pengkaji yang sama juga telah mendapatkan hasil bagi batas atas

tepat untuk fungsi bak-bintang dan fungsi cembung masing-masing adalah

|a2a4 − a2
3| ≤ 1 dan |a2a4 − a2

3| ≤ 1/8 (Janteng, Halim dan Darus 2007). Selanjutnya,

berbagai pengkaji telah membincangkan dan mengkaji penentu Hankel kedua bagi

kelas-kelas tertentu bagi fungsi analisis seperti Abubaker dan Darus (2011), Al-Abbadi

dan Darus (2012b) dan Bansal (2013).

Seperti yang ditunjukkan dalam (1.23), apabila q = 3 dan n = 1 diperoleh

penentu Hankel ketiga H3,1( f ) ditakrifkan sebagai

H3,1( f ) = a3(a2a4 − a2
3)− a4(a4 − a2a3) + a5(a3 − a2

2). Babalola turut menggunakan

pendekatan sama seperti Janteng, Halim dan Darus (2006) untuk mengkaji batas

penentu Hankel peringkat ketiga untuk kelas C,S∗ dan K dalam kertas kerja beliau

yang diterbitkan pada tahun 2010 (Babalola 2010). Seterusnya, ramai pengkaji

menggunakan pendekatan yang sama menerbitkan kertas kerja berkaitan penentu

Hankel ketiga seperti Shanmugam, Stephen dan Babalola (2014), Prajapat et al.

(2015), Bangsal, Maharana dan Prajabat (2015), Krishna, Venkateswarlu dan

RamReddy (2015), (Zaprawa 2017), Zaprawa, Obradovic dan Tuneski (2021) dan

beberapa pengkaji lagi.
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Bab ini akanmemdapatkan hasil penentu Hankel peringkat kedua dan ketiga bagi

pengoperasian terbitan polilogaritma teritlakPm
λ f (z) diperkenalkan oleh Al-Shaqsi dan

Darus (2008) yang diberikan dalam (2.2.2) ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 3.1.1. Untuk f ∈ A, polilogaritma teritlak ditakrifkan sebagai Pm
λ f (z) : A→ A

Pm
λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn, (3.1)

dengan m ∈ N0 = {0,1,2, ...},z ∈ U dan λ > −1. Secara jelasnya dapat diperhatikan

bahawa operator Pm
λ f (z) termasuk dalam pengoperasian terbitan dua anu, yang mana,

Pm
0 =Pm adalah pengoperasian terbitan Sǎlǎgean danP0

λ =Pλ adalah pengoperasian

terbitan Ruscheweyh.

Dimotivasi oleh hasil yang diperoleh oleh pengkaji terdahulu yang telah disebut

sebelum ini, kajian berkenaan batas atas untuk fungsian |a2a4 − a2
3|, |a4 − a2a3| dan

|a3 − a2
2|, bagi mendapatkan |H2,2( f )| dan |H3,1( f )| diteruskan untuk subkelas Nm

λ f (z)

ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 3.1.2. Andaikan f diberi oleh (1.2). Maka f dikatakan kelas Nm
λ f (z) jika

memenuhi ketaksamaan

Ny{[Pm
λ f (z)]′}> 0, (z ∈ U). (3.2)

Takrif 3.1.3. Misalkan f diberikan oleh (1.2). Maka f ∈ R jika memenuhi

Ny{ f ′(z)}> 0, (z ∈ D). (3.3)

Subkelas R telah dikaji secara sistematik oleh MacGregor (1962).
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3.2 HASIL KAJIAN TERDAHULU

Lema-lema berikut diperlukan untuk pembuktian nanti.

Andaikan P adalah keluarga semua fungsi-fungsi p analisis dalam U dengan

Ny{p(z)}> 0 dan

p(z) = 1+ c1z+ c2z2 + · · · (3.4)

untuk z ∈ U.

Lema 3.2.1. (Pommerenke 1975) Jika p ∈ P adalah dalam bentuk (3.4). Maka

|cn| ≤ 2 untuk n ∈ N := {1,2, ...}. (3.5)

Lema 3.2.2. (Grenander dan Szego 1958). Siri kuasa bagi p(z) diberikan oleh (3.4)

menumpu dalam U bagi fungsi P jika dan hanya jika penentu Toeplitz

Tn(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 c1 c2 . . . cn

c−1 2 c1 . . . cn−1

...
...

...
...

...

c−n c−n+1 c−n+2 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 1,2,3, ... (3.6)

dan c−n = c̄n, adalah semuanya bukan negatif kecuali bagi p(z) =∑k
n=1 ρn p0(eitnz),ρn >

0, tn adalah nombor nyata dan tn ̸= t j untuk n ̸= j; dalam kasus ini Tn(p) > 0 bagi n <

k−1 dan Tn(p) = 0 untuk n ≥ k.

Ini merupakan syarat cukup dan perlu disebabkan oleh Carathéodory dan

Toeplitz dan boleh didapati dalam Grenander dan Szego (1958). Penentu Toeplitz

boleh digunakan untuk menganggar batas atas pekali fungsian untuk kelas fungsi

analisis diperkenalkan oleh Janteng, Halim dan Darus (2006).
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Dengan merujuk kaedah yang diperkenalkan oleh Libera dan Zlokiewiez (1982)

dan Libera dan Zlokiewiez (1983), boleh diandaikan tanpa halangan bahawa c1 > 0.

Untuk kes n = 2, maka daripada (3.6) diperoleh

T2(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 c1 c2

c1 2 c1

c̄2 c1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 8+2 Ny{c2

1c2}−2|c2|−4c2
1 ≥ 0,

adalah setara dengan

2c2 = c2
1 + x(4− c2

1) (3.7)

untuk beberapa x,|x| ≤ 1. Maka untuk n = 3, T3(p)≥ 0 adalah setara

|(4c3 −4c1c2 + c3
1)(4− c2

1)+ c1(2c2 − c2
1)

2| ≤ 2(4− c2
1)

2 −2|2c2 − c2
1|2;

dengan (3.7), memberikan hubungan

4c3 = c3
1 +2(4− c2

1)c1x− c1(4− c2
1)x

2 +2(4− c2
1)(1−|x|2)z, (3.8)

bagi beberapa nilai z, |z| ≤ 1.

3.3 PENENTU HANKEL KEDUA BAGI KELAS FUNGSI
POLILOGARITHMA TERITLAK

Bahagian ini akan membincangkan berkenaan penentu Hankel kedua bagi kelas fungsi

polilogarithma teritlak. Teknik pembuktian menggunakan pendekatan yang dilakukan

oleh Libera dan Zlotkiewiez (1982) dan Libera dan Zlotkiewiez (1983).

Hasil utama bagi kelas fungsi polilogaritma teritlak diperoleh seperti berikut:

Teorem 3.3.1. Andaikan fungsi f diberikan oleh (1.2) kelas bagi fungsi Nm
λ f (z). Maka

|a2a4 −a2
3| ≤

16
9m+1(λ +1)2(λ +2)2 . (3.9)
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Hasil yang diperoleh adalah tepat.

Bukti.

Oleh kerana f ∈ Nm
λ f (z), daripada (3.2)

[Pm
λ f (z)]′ = p(z). (3.10)

Dengan menggantikan [Nm
λ f (z)]′ dan p(z) dengan ungkapan siri yang setara dalam

(3.10), diperoleh untuk suatu z ∈ U,

1+
∞

∑
n=2

nm+1(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn−1 = 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · .

Seterusnya, diperoleh

1+2 ·2m(λ +1)a2z+
3 ·3m(λ +2)(λ +1)

2
a3z2

+
2 ·4m(λ +3)(λ +2)(λ +1)

3
a4z3 + ...= 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · . (3.11)

Dengan menyamakan pekali dalam (3.11), diperoleh

{
a2 =

1
2

c1

2m(λ +1)
,a3 =

2
3

c2

3m(λ +2)(λ +1)
,a4 =

3
2

c3

4m(λ +3)(λ +2)(λ +1)

}
.

(3.12)

Mengantikan nilai-nilai a2,a3 dan a4 daripada (3.12) dalam fungsian Hankel kedua

|a2a4 −a2
3| , memberikan

|a2a4 −a2
3|=

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

2m4m(λ +3)
− 4

9
c2

2
(3m)2(λ +2)

∣∣∣∣ .
Lema 3.2.2 digunakan bagi mendapatkan batas terbaik pada

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

2m4m(λ +3)
− 4

9
c2

2
(3m)2(λ +2)

∣∣∣∣ . (3.13)
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Seterusnya, bagi memudahkan kiraan, diwakilkan

{u = 2m,v = 3m and w = 4m}. (3.14)

Justeru, persamaan (3.13) boleh ditulis sebagai

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

uw(λ +3)
− 4

9
c2

2
v2(λ +2)

∣∣∣∣ .
Dengan menggantikan nilai-nilai c2 dan c3 daripada (3.7) bersama (3.8) daripada Lema

3.2.2 dalam (3.13), diperoleh

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

uw(λ +3)
− 4

9
c2

2
v2(λ +2)

∣∣∣∣
=

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣∣c4
[

27v2(λ +2)−16uw(λ +3)
144uv2w(λ +3)(λ +2)

]
+c2(4− c2)x

[
27v2(λ +2)−16uw(λ +3)

72uv2w(λ +3)(λ +2)

]
−(4− c2)x2

{
[27v2(λ +2)−16uw(λ +3)]c2 −64uw(λ +3)

144uv2w(λ +3)(λ +2)

}
+

3c(4− c2)(1−|x|2)z
8uw(λ +3)

∣∣∣∣∣.

Dengan menggunakan fakta bahawa |z|< 1 dan ketaksamaan segi tiga serta mengambil

c1 = c yang mana c ∈ [0,2] ditunjukkan bahawa

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

uw(λ +3)
− 4

9
c2

2
v2(λ +2)

∣∣∣∣
≤ 1

(λ +1)2(λ +2)

{
|27v2(λ +2)−16uw(λ +3)|c4

144uv2w(λ +3)(λ +2)
+

3c(4− c2)

8uw(λ +3)

+c2(4− c2)ρ
|27v2(λ +2)−16uw(λ +3)|

72uv2w(λ +3)(λ +2)

+(4− c2)(c−2)ρ2

[
27v2(λ +2)c−16uw(λ +3)(c+2)

144uv2w(λ +3)(λ +2)

]}
= F(c,ρ), untuk 0 ≤ ρ = |x| ≤ 1. (3.15)
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Diandaikan bahawa batas atas bagi (3.15) berada pada titik pedalaman ρ ∈ [0,1] dan

c ∈ [0,2]. Seterusnya, dimaksimumkan fungsi F(c,ρ) pada segiempat sama tertutup

[0,2]× [0,1].

Terbitan (3.15) terhadap ρ , memberikan

∂F
∂ρ

= c2(4− c2)
|27v2(λ +2)−16uw(λ +3)|

72uv2w(λ +3)(λ +2)

+(4− c2)(c−2)ρ

[
27v2(λ +2)−16uw(λ +3)(c+2)

72uv2w(λ +3)(λ +2)

]
. (3.16)

Daripada (3.16) diperhatikan bahawa, ∂F
∂ρ > 0 untuk ρ > 0. Justeru, (3.16) adalah fungsi

menokok bagi ρ . Oleh kerana itu ia tidak mempunyai nilai maksimum dalam rantau

pedalaman tertutup [0,2]× [0,1]. Maka untuk nilai tetap c ∈ [0,2] diperoleh

maks
0≤ρ≤1

F(c,ρ) = F(c,1). (3.17)

Oleh itu, dengan menggantikan ρ = 1 dalam (3.15), memberikan

F(c,1) =
1

144vw(uv2wλ +1)2(λ +2)2(λ +3)

{
54v2(λ +2)(4− c2)c

+|27v2(λ +2)−16uw(λ +3)|[c4 +2c2(4− c2)]

+(4− c2)(c−2)[27v2(λ +2)c−16uw(λ +3)(c+2)]
}
, (3.18)

maka

F ′(c,1) =
1

144uv2w(λ +1)2(λ +2)2(λ +3)

{
(4−3c2)[54v2(λ +2)]

+4c(4− c2)|27v2(λ +2)−16uw(λ +3)|

+(8−3c2)[27v2(λ +2)c−16uw(λ +3)(c+2)]

+(4− c2)(c−2)[27v2(λ +2)c−16uw(λ +3)]
}
. (3.19)

Daripada (3.19), diperhatikanF ′(c,1)< 0 untuk setiap c∈ [0,2]. Oleh itu, F(c,1) adalah

fungsi menyusut bagi c dalam selang c ∈ [0,2], yang nilai-nilai maksimum didapati pada

titik-titik F mestilah pada sempadan c ∈ [0,2]. Walau bagaimanapun, F(0,1)≥ F(2,1)
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oleh itu F mempunyai nilai maksimum pada c = 0.

Batas atas bagi (3.15) sepadan dengan ρ = 1 dan c = 0, dalam kes ini

|a2a4 −a2
3| =

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3

uw(λ +3)
− 4

9
c2

2
v2(λ +2)

∣∣∣∣ (3.20)

≤ 16
9v2(λ +1)2(λ +2)2 .

Dengan menggantikan v = 3m, diperoleh batas atas

|a2a4 −a2
3| ≤

16
9m+1(λ +1)2(λ +2)2 . (3.21)

Apabila c1 = 0 dan x = 1 dalam (3.7) dan (3.8), didapati c2 = 2 dan c3 = 0.

Menggantikan nilai ini dalam (3.20), ketaksamaan daripada hasil adalah dipenuhi.

Apabila dipilih m = 0 dan λ = 0 dalam Teorem 3.3.1, akan diperoleh keputusan yang

bertepatan dengan Janteng, Halim danDarus (2006) yangmenyatakan |a2a4−a2
3| ≤ 4/9.

Teorem 3.3.2. Andaikan fungsi f diberikan oleh (1.2) dalam kelas fungsi Nm
λ f (z). Maka

|a2a3 −a4| ≤
3

4m(λ +2)(λ +3)
. (3.22)

Keputusan yang diperoleh adalah tepat.

Bukti.

Dengan menggantikan nilai-nilai a2,a3 dan a4 daripada (3.12) dalam fungsian tidak

linear |a2a3 −a4| , diperoleh

|a2a3 −a4|=
1

(λ +1)(λ +2)

∣∣∣∣13 c1c2

2m3m(λ +1)
− 3

2
c3

4m(λ +3)

∣∣∣∣ . (3.23)

Bagi memudahkan kiraan, digantikan (3.14) dalam (3.23). Justeru, persamaan (3.23)

boleh ditulis sebagai

1
(λ +1)(λ +2)

∣∣∣∣13 c1c2

uv(λ +1)
− 3

2
c3

w(λ +3)

∣∣∣∣ .

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



67

Daripada Lema 3.2.2 danmenggantikan nilai-nilai c2 dan c3 daripada (3.7) bersama (3.8)

dalam (3.23), diperoleh

1
(λ +1)(λ +2)

∣∣∣∣13 c1c2

uv(λ +1)
− 3

2
c3

w(λ +3)

∣∣∣∣
=

1
(λ +1)(λ +2)

∣∣∣∣∣
(
[8w(λ +3)−18uv(λ +1)]

48uvw(λ +1)(λ +3)

)
c3

+

(
4w(λ +3)−18uv(λ +1)

24uvw(λ +1(λ +3)

)
c(4− c2)x+

3
8
(4− c2)x2

w(λ +3)
− 3

4
(4− c2)(1−|x|2)z

w(λ +3)

∣∣∣∣∣,

bagi beberapa x dan z sehingga |x| ≤ 1 dan |z| ≤ 1. Ketaksamaan segi tiga digunakan

dengan mengambil c1 = c dan c ∈ [0,2], diperoleh

1
(λ +1)(λ +2)

∣∣∣∣13 c1c2

uv(λ +1)
− 3

2
c3

w(λ +3)

∣∣∣∣
≤ 1

(λ +1)(λ +2)

{(
[8w(λ +3)−18uv(λ +1)]

48uvw(λ +1)(λ +3)

)
c3 +

3
4
(4− c2)

w(λ +3)

+c(4− c2)ρ
(
[4w(λ +3)−18uv(λ +1)]

24uvw(λ +1)(λ +3)

)
+(4− c2)ρ2

[
3c−6

8w(λ +3)

]}
≤ 1

48uvw(λ +1)2(λ +2)(λ +3)

{
[8w(λ +3)−18uv(λ +1)]c3

+36uv(4− c2)(λ +1)+2ρ(4− c2)[4w(λ +3)−18uv(λ +1)]c

+6ρ2(4− c2)(3c−6)uv(λ +1)]
}
= G(c,ρ). (3.24)

untuk 0 ≤ ρ = |x| ≤ 1.

Andaikan batas atas bagi (3.23) berada pada titik pedalaman ρ ∈ [0,1] dan c ∈ [0,2].

Seterusnya, dimaksimumkan fungsi G(c,ρ) pada segiempat sama tertutup [0,2]× [0,1].

Oleh kerana

∂G
∂ρ

=
1

48uvw(λ +1)2(λ +2)(λ +3)

{
2(4− c2)[4w(λ +3)−18uv(λ +1)]c

+12ρ(4− c2)(3c−6)uv(λ +1)]
}
, (3.25)

dengan menggunakan kalkulus asas dapat ditunjukkan ∂G
∂ρ > 0 untuk ρ > 0. Justeru
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G(c,ρ) adalah fungsi menokok bagi ρ oleh kerana itu tiada nilai maksimum dalam

rantau pedalaman tertutup [0,2]× [0,1]. Tambahan lagi, bagi nilai tetap c ∈ [0,2]

diperoleh

maks
0≤ρ≤1

G(c,ρ) = G(c,0). (3.26)

Oleh itu, dengan menggantikan ρ = 0 dalam (3.24), memberikan

G(c,0) =
1

48uvw(λ +1)2(λ +2)(λ +3)

{
[8w(λ +3)−18uv(λ +1)]c3

+36uv(4− c2)(λ +1)
}

(3.27)

maka

G′(c,0) =
1

48uvw(λ +1)2(λ +2)(λ +3)

{
3[8w(λ +3)−18uv(λ +1)]c2

−72uv(λ +1)c
}
. (3.28)

Daripada (3.28), diperhatikan bahawa G′(c,0) < 0 bagi setiap c ∈ [0,2]. Oleh itu,

G(c,0) adalah fungsi menyusut c dalam selang c ∈ [0,2], yang mana nilai maksimum

berlaku bagi G mesti dalam sempadan c ∈ [0,2]. Didapati G(0,1)≥ G(2,1), oleh itu G

mempunyai nilai maksimum pada c = 0.

Batas atas (3.23) terkait dengan ρ = 0 dan c = 0, dalam kes ini

|a2a3 −a4| ≤ 3
w(λ +2)(λ +3)

. (3.29)

Dengan mengambil w = 4m, didapati batas atas

|a2a4 −a2
3| ≤

3
4m(λ +2)(λ +3)

. (3.30)

Apabila mengambil c1 = 0 dan memilih x = |1| dalam (3.7) dan (3.8), didapati c2 = 2

dan c3 = 0. Dengan menggantikan nilai-nilai ini dalam (3.29), kesamaan yang diperoleh

adalah dipenuhi. Pembuktian teorem disimpulkan.
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Apabila memilih m = 0 dan λ = 0 dalam Teorem 3.3.2, akan diperoleh keputusan yang

bersamaan dengan Bangsal, Maharana dan Prajabat (2015) yang memberikan |a2a4 −

a2
3| ≤ 1/2.

3.4 PENENTU HANKEL KETIGA BAGI KELAS FUNGSI
POLILOGARITHMA TERITLAK

Dalam bahagian ini, kajian diteruskan untuk memperoleh penentu Hankel peringkat

ketiga bagi fungsi polilogaritma teritlak. Berikut merupakan hasil yang diperoleh

berserta pembuktiannya.

Teorem 3.4.1. Andaikan fungsi f diberikan oleh (1.2) dalam kelas fungsi Nm
λ f (z). Maka

|a3 −a2
2| ≤

4
3m+1(λ +1)(λ +2)

. (3.31)

Keputusan yang diperoleh dalam (3.31) adalah tepat.

Bukti.

Dengan menggantikan nilai-nilai a2,a3 dan a4 daripada (3.12) dalam fungsian |a3 −a2
2|

, diperoleh

|a3 −a2
2|=

1
(λ +1)

∣∣∣∣23 c2

3m(λ +2)
− 1

4
c2

1
(2m)2(λ +1)

∣∣∣∣ . (3.32)

Bagi memudahkan pengiraan diwakilkan (3.14) dalam (3.32). Justeru, persamaan (3.32)

memberikan

|a3 −a2
2|=

1
(λ +1)

∣∣∣∣23 c2

v(λ +2)
− 1

4
c2

1
u2(λ +1)

∣∣∣∣ .
Diandaikan c1 = c dan c ∈ [0,2], dengan menggantikan nilai-nilai c2 dan c3 daripada

(3.7) bersama (3.8) serta menggunakan Lema 3.2.2 dalam (3.32), diperoleh

1
(λ +1)

∣∣∣∣23 c2

v(λ +2)
− 1

4
c2

1
u2(λ +1)

∣∣∣∣
=

1
(λ +1)

∣∣∣∣∣13 c3

v(λ +2)
+

1
3

c(4− c2)x
v(λ +2)

− 1
4

c2

u2(λ +1)

∣∣∣∣∣, (3.33)
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bagi beberapa x dan z sehingga |x| ≤ 1 dan |z| ≤ 1. Menggunakan ketaksamaan segi tiga,

diperoleh

1
(λ +1)

∣∣∣∣23 c2

v(λ +2)
− 1

4
c2

1
u2(λ +1)

∣∣∣∣
≤ 1

(λ +1)

{
1
3

c3

v(λ +2)
+

1
3

c(4− c2)ρ
v(λ +2)

− 1
4

c2

u2(λ +1)

}

≤ 1
12u2v(λ +1)(λ +2)

{
4c3u2(λ +1)+4cρu2(4− c2)(λ +1)+3c2v(λ +2)

}
= H(c,ρ), untuk 0 ≤ ρ = |x| ≤ 1. (3.34)

Diandaikan bahawa batas atas bagi (3.32) didapati pada titik pedalaman bagi ρ ∈ [0,1]

dan c ∈ [0,2]. Seterusnya, dengan memaksimumkan fungsi H(c,ρ) pada segi empat

sama tertutup [0,2]× [0,1]. Oleh kerana

∂H
∂ρ

=
1

12u2v(λ +1)(λ +2)

{
4cu2(4− c2)(λ +1)

}
,

dapat ditunjukkan bahawa ∂H
∂ρ > 0. Justeru, H(c,ρ) adalah fungsi menokok bagi ρ ,

oleh kerana itu nilai maksimum tidak akan diperoleh dalam rantau pedalaman tertutup

[0,2]× [0,1]. Tambahan lagi, bagi nilai tetap c ∈ [0,2] akan diperoleh

max
0≤ρ≤1

H(c,ρ) = H(c,1). (3.35)

Oleh itu, denganmenggantikan ρ = 1 dalam (3.34), setelah dipermudahkanmemberikan

H(c,1) =
1

12u2v(λ +1)(λ +2)

{
4c3u2(λ +1)+4cu2(4− c2)(λ +1)+3c2v(λ +2)

}
(3.36)

maka

H ′(c,1) =
1

12u2v(λ +1)(λ +2)

{
12c2u2(λ +1)+4u2(4− c2)(λ +1)

−8c2u2(λ +1)+6cv(λ +2)
}
. (3.37)

Daripada (3.37), diperhatikan bahawaH ′(c,1)< 0 bagi setiap c∈ [0,2]. Oleh itu,H(c,1)
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adalah fungsi menyusut bagi c dalam selang c ∈ [0,2], memberikan nilai maksimum

pada titik H berada pada sempadan c ∈ [0,2]. Walau bagaimanapun, H(0,1)≥ H(2,1).

Justeru maksimum setempat diperoleh pada H(0,1).

Batas atas bagi (3.32) berkait kepada nilai ρ = 1 dan c = 0. Justeru, diperoleh

|a3 −a2
2| ≤ 4

3v(λ +1)(λ +2)
. (3.38)

Dengan menggantikan v = 3m. Diperoleh batas atas

|a3 −a2
2| ≤

4
3m+1(λ +1)(λ +2)

. (3.39)

Dengan mengambil nilai c1 = 0 dan memilih x = |1| dalam (3.7) dan (3.8), diperoleh

bahawa c2 = 2 dan c3 = 0. Dengan menggantikan nilai-nilai ini dalam (3.31), kesamaan

menunjukkan fungsi yang diperoleh adalah dipenuhi.

Dengan memilih m = 0 dan λ = 0 dalam Teorem 8.3.1, akan diperoleh keputusan

bertepatan dengan Babalola (2010) yang menunjukkan |a3 − a2
2| ≤ 2/3. Jika f dalam

bentuk (1.2), maka |an| ≤ 2/n,(n = 2,3, ...) (Macgregor 1962).

Menggunakan pekali-pekali ini bersama dalam Teorem 3.3.1, 3.3.2 dan 3.4.1,

akan diperoleh

|H3,1( f )| ≤ |a3||(a2a4 −a2
3)|− |a4||(a4 −a2a3)|+ |a5||(a3 −a2

2)|.

≤ 2
3

(
16

9m+1(λ +1)2(λ +2)2

)
− 2

4

(
3

4m(λ +2)(λ +3)

)
+

2
5

(
4

3m+1(λ +1)(λ +2)

)
. (3.40)

Justeru, dinyatakan bahawa:
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Teorem 3.4.2. Andaikan fungsi f diberi oleh (1.2) merupakan kelas fungsi Nm
λ f (z).

Maka

|H3,1( f )| ≤ 32
32m+3(λ +1)2(λ +2)2 −

6
4m+1(λ +2)(λ +3)

+
8

5 ·3m+1(λ +1)(λ +2)
. (3.41)

Keputusan yang diperoleh adalah dipenuhi apabila fungsi diberikan oleh

f ′(z) =
1+ z2

1− z2 .

Dengan mengambil m = 0 dan λ = 0 dalam Teorem 3.4.2, diperoleh keputusan

yang bertepatan dengan Bangsal, Maharana dan Prajabat (2015) yang memberikan

|H3,1( f )| ≤ 439/540.

Dengan ini telah berikan hasil bagi penentu Hankel peringkat kedua dan ketiga

melibatkan fungsi polilogaritma teritlak dan juga keterkaitan hasil yang diperoleh

dengan hasil kajian penyelidik terdahulu.

3.5 PENGOPERASIAN TERBITAN MITTAG-LEFFLER DALAM SEBUTAN
FOX-WRIGHT DAN POLILOGARITHMA TERITLAK

Kajian berkenaan konvolusi (hasil darab Hadamard) memainkan peranan penting dalam

TFG. Dengan menggunakan hasil darab Hadamard (atau konvolusi), beberapa subkelas

baharu yang analisis dan univalen telah diperkenalkan dan dikaji dalam konsep-konsep

yang telah diketahui seperti ketaksamaan subordinasi dan superordinasi, min kamiran

dan pecahan separa, penentu Hankel dan banyak lagi.

Bagi fungsi f ∈ A diberikan oleh (1.2) dan g ∈ A diberikan oleh

g(z) = z+∑∞
n=2 bnzn, ditakrifkan hasil darab Hadamard (atau konvolusi) bagi f dan g

oleh

( f ∗g)(z) = z+
∞

∑
n=2

anbnzn,z ∈ U. (3.42)
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Dalam topik ini diperkenalkan subkelas baharu daripada pengoperasi pembeza

teritlak Mm
α,β ,λ f (z) yang diperoleh daripada konvolusi antara pengoperasi linear fungsi

Mittag-Leffler teritlak dalam sebutan fungsi Fox-Wright pΨq dan fungsi polilogaritma

teritlak ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 3.5.1. (Srivastava et al. 2017) Bagi f ∈ A, pengoperasi linear untuk fungsi

Mittag-Leffler teritlak dalam sebutan fungsi Fox-Wright pΨq ditakrifkan berbentuk

Fα,β f (z) : A→ A

Fα,β f (z) = z+
∞

∑
n=2

Γ(β )
Γ[α(n−1)+β ]

anzn, (3.43)

dengan Ny{α}, Ny{β}> 0 dan z ∈ U.

Justeru, menerusi hasil darab Hadamard (atau konvolusi), (3.43) dan (2.5).

Ditakrifkan pengoperasi hasil konvolusi seperti berikut:

Takrif 3.5.2. Bagi f ∈ A, ditakrifkan olehMm
α,β ,λ f (z) : A → A

Mm
α,β ,λ f (z) = Fα,β f (z)∗ (G(m;z))(−1) = z+

∞

∑
n=2

Γ(β )nm(n+λ −1)!
Γ[α(n−1)+β ]λ !(n−1)!

anzn,

(3.44)

dengan m ∈ N0 = {0,1,2, ...}, dan min Ny{α}, Ny{β}> 0;z ∈ U.

SubkelasMm
α,β ,λ f (z) ditakrifkan seperti berikut:

Takrif 3.5.3. Andaikan f diberi oleh (1.2). Maka f dikatakan kelas Mm
α,β ,λ f (z) jika

memenuhi ketaksamaan

Ny{[Mm
α,β ,λ f (z)]′}> 0, (z ∈ U). (3.45)
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3.6 PENENTU HANKEL KEDUA BAGI KELAS FUNGSI
MITTAG-LEFFLER DALAM SEBUTAN FOX-WRIGHT DAN
POLILOGARITHMA TERITLAK

Dalam bahagian ini, diberikan hasil bagi penentu Hankel kedua bagi kelas fungsiMittag-

Leffler dalam sebutan Fox-Wright dan polilogarithma teritlak seperti berikut:

Teorem 3.6.1. Ambil fungsi f diberikan (1.2) merupakan kelas Mm
α,β ,λ f (z). Maka

|a2a4 −a2
3| ≤

16[Γ(2α +β )]2

9 ·9m(λ +1)2(λ +2)2[Γ(β )]2
.

Hasil yang diperoleh adalah tepat.

Bukti.

Oleh kerana f ∈Mm
α,β ,λ f (z), menurut (3.45) wujud fungsi analisis p ∈ P dalam cakera

unit U dengan p(0) = 1 dan Ny{p(z)}> 0 sehingga

[Mm
α,β ,λ f (z)]′ = p(z). (3.46)

Tindakan menggantikan [Mm
α,β ,λ f (z)]′ dan p(z) dengan ungkapan siri yang setara

(3.46), diperoleh untuk suatu z ∈ U.

1+
∞

∑
n=2

Γ(β )nm+1(n+λ −1)!
Γ[α(n−1)+β ]λ !(n−1)!

anzn−1 = 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + . . . . (3.47)

Daripada proses permudahkan, diperoleh

1+2
2m(λ +1)Γ(β )

Γ[α +β ]
a2z+

3
2

3m(λ +2)(λ +1)Γ(β )
2Γ[2α +β ]

a3z2

+
2
3

4m(λ +3)(λ +2)(λ +1)Γ(β )
Γ[3α +β ]

a4z3 + ...= 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + . . . . (3.48)

Seterusnya, dengan menyamakan pekali dalam (3.48) bagi kuasa yang sama z0,z dan z2,
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masing-masing, memberikan
a2 =

1
2

c1Γ(α+β )
2m(λ+1)Γ(β )

a3 =
2
3

c2Γ(2α+β )
3m(λ+2)(λ+1)Γ(β )

a4 =
3
2

c3Γ(3α+β )
4m(λ+3)(λ+2)(λ+1)Γ(β ) .

(3.49)

Gantian nilai-nilai bagi a2,a3 dan a4 daripada (3.49) ke dalam fungsian penentu Hankel

kedua |a2a4 −a2
3| , memberikan

|a2a4 −a2
3|=

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3Γ(α +β )Γ(3α +β )
8m(λ +3)[Γ(β )]2

− 4
9

c2
2[Γ(2α +β )]2

9m(λ +2)[Γ(β )]2

∣∣∣∣ .
Lemma 3.2.2 digunakan untuk mendapatkan batas wajar pada

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3Γ(α +β )Γ(3α +β )
8m(λ +3)[Γ(β )]2

− 4
9

c2
2[Γ(2α +β )]2

9m(λ +2)[Γ(β )]2

∣∣∣∣ . (3.50)

Sekarang, bagi memudahkan langkah pengiraan, diwakilkan r =Γ(β ),s=Γ(α+β ), t =

Γ(2α +β ),u = Γ(3α +β ),v = 8n dan w = 9n. Justeru, persamaan (3.50) boleh ditulis

seperti berikut

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3su
v(λ +3)r2 −

4
9

c2
2t2

w(λ +2)r2

∣∣∣∣ .
Berikut, digantikan nilai bagi c2 dan c3 daripada (3.7) bersama (3.8) daripada Lemma

3.2.2 dalam (3.50), diperoleh

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3su
v(λ +3)r2 −

4
9

c2
2t2

w(λ +2)r2

∣∣∣∣

=
1

(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣∣ [27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)]c2 −64v(λ +3)t2

144vw(λ +3)(λ +2)r2

+
[27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)]

72vw(λ +3)(λ +2)r2 c2(4− c2)x

−(4− c2)x2 [27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)]c2 −64v(λ +3)t2

144vw(λ +3)(λ +2)r2

+
3csu(4− c2)(1−|x|2)z

8vr2(λ +3)

∣∣∣∣∣. (3.51)
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Dengan menggunakan fakta bahawa |z| < 1 dan ketaksamaan segi tiga dan digantikan

c1 = c dan c ∈ [0,2], dapat ditunjukkan bahawa

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3su
v(λ +3)r2 −

4
9

c2
2t2

w(λ +2)r2

∣∣∣∣

≤ 1
(λ +1)2(λ +2)

{
|27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)|c4

144vw(λ +3)(λ +2)r2 +
3csu(4− c2)

8vr2(λ +3)

+c2(4− c2)ρ
|27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)|

72vw(λ +3)(λ +2)r2

+(4− c2)(c−2)ρ2

[
27suw(λ +2)c−16t2v(λ +3)(c+2)

144vw(λ +3)(λ +2)r2

]}
= F(c,ρ), untuk 0 ≤ ρ = |x| ≤ 1. (3.52)

Diandaikan bahawa batas atas bagi (3.52) berada pada titik pedalaman ρ ∈ [0,1] dan

c ∈ [0,2]. Seterusnya, dengan mengambil maksimum fungsi F(c,ρ) pada segiempat

sama tertutup [0,2]× [0,1]. Dengan mengambil terbitan (3.52) terhadap ρ , diperoleh

∂F
∂ρ

= c2(4− c2)
|27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)|

72vw(λ +3)(λ +2)r2

+(4− c2)(c−2)ρ

[
27suw(λ +2)c−16t2v(λ +3)(c+2)

72vw(λ +3)(λ +2)r2

]
. (3.53)

Daripada (3.53) diperhatikan bahawa, ∂F
∂ρ > 0 for ρ > 0. Oleh itu, (3.53) adalah fungsi

menokok bagi ρ dan oleh kerana itu, tidak mempunyai maksimum dalam rantau

pedalaman tertutup [0,2]× [0,1]. Tambahan pula, bagi nilai tetap c ∈ [0,2] didapati

maks
0≤ρ≤1

F(c,ρ) = F(c,1) = G(c). (3.54)

Oleh itu, dengan menggantikan ρ = 1 dalam (3.52), seterus permudahkan persamaan
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memberikan

G(c) = F(c,1)

=
1

144vwr2(λ +1)2(λ +2)2(λ +3)

{
54suw(λ +2)(4− c2)c

+|27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)|[c4 +2c2(4− c2)]

+(4− c2)(c−2)[27suw(λ +2)c−16t2v(λ +3)(c+2)]
}
, (3.55)

maka

G′(c) =
1

144vwr2(λ +1)2(λ +2)2(λ +3)

{
(4−3c2)[54suw(λ +2)]

+4c(4− c2)|27suw(λ +2)−16t2v(λ +3)|

+2c(2− c)[27suw(λ +2)c−16t2v(λ +3)(c+2)]

+2(4− c2)[(27suw(λ +2)(c−1)−16t2v(λ +3)c]
}
. (3.56)

Daripada (3.56), didapati bahawa G′(c)< 0 untuk setiap c∈ [0,2]. Oleh itu, G(c) adalah

fungsi menyusut bagi c dalam selang c ∈ [0,2], dengan nilai-nilai maksimum pada titik

G mesti pada sempadan c ∈ [0,2]. Walau bagaimanapun, G(c) ≥ G(2) dan oleh itu G

mempunyai nilai maksimum pada c = 0. Justeru, batas atas bagi (3.52) sepadan dengan

ρ = 1 dan c = 0, dalam kasus ini

|a2a4 −a2
3| =

1
(λ +1)2(λ +2)

∣∣∣∣34 c1c3su
v(λ +3)r2 −

4
9

c2
2t2

w(λ +2)r2

∣∣∣∣ (3.57)

=
16t2

9wr2(λ +1)2(λ +2)
.

Dengan menggantikan r = Γ(β ) dan t = Γ(2α +β ), diperoleh batas atas

|a2a4 −a2
3|=

16[Γ(2α +β )]2

9 ·9m[Γ(β )]2(λ +1)2(λ +2)
. (3.58)

Apabila diset nilai c1 = 0 dan dipilih x = 1 dalam (3.7) dan (3.8), diperoleh c2 = 2 dan

c3 = 0. Menggantikan nilai-nilai ini dalam hasil yang diperoleh (3.57), kesamaan

diperoleh, menunjukkan hasil yang diperoleh adalah tepat. Ini sebagai kesimpulan

pembuktian ini.

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



78

Dengan memilih nilai α = 1/2,β = 1,m = 0 dan λ = 0 ke dalam Teorem 3.6.1, didapati

hasil yang diperoleh sama dengan hasil Janteng, Halim dan Darus (2006) seperti yang

ditunjukkan dalam korolari berikut.

Korolari 3.6.2. Andaikan f ∈M0
1/2,1,0 f (z). Maka

|a2a4 −a2
3| ≤

4
9
,

hasil yang diperoleh adalah tepat.

Dalam bab seterusnya, akan dibincangkan penggunaan fungsi polilogaritma

teritlak dalam kalkulus kuantum.
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BAB IV

PENGOPERASIAN PEMBEZA POLILOGARITMA TERITLAK

MENGGUNAKAN KONSEP KALKULUS KUANTUM

4.1 PENGENALAN

Kalkulus kuantum atau kalkulus-q telah menarik minat ramai pengkaji disebabkan oleh

penggunaannya dalam matematik, sains kejuruteraan dan fizik. Kalkulus-q

diperkenalkan oleh ahli matematik yang hebat iaitu Leonhard Eular Euler dan Carl

Gustav Jacobi, tetapi menjadi popular kerana Albert Einstein telah menggunakannya

dalam mekanik kuantum pada 1905 (Pais 1979). Pada tahun 1910, Jackson (1910a)

dan Jackson (1910b) kemudiannya, mengkaji dan memperkenalkan terbitan-q dan

kamiran-q dalam bentuk yang lebih tersusun dan sistematik. Dapat dikatakan bahawa

kalkulus-q adalah lanjutan daripada kalkulus klasik yang diperkenalkan oleh Isaac

Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz.

Penggunaan kalkulus-q dalam teori fungsi geometri dilakukan oleh Ismail,

Merkes dan Styer (1990). Walau bagaimanapun, Srivastava (1989) telah menulis satu

bab dalam buku beliau telah memberikan konteks asas bagi kalkulus-q dalam teori

fungsi geometri. Selepas itu, beberapa analog-q melibatkan pengoperasian kompleks

telah diperkenalkan seperti pengoperasian Picard-q oleh Aral (2006). Seterusnya,

Anastassiou dan Gal (2006) telah memperkenalkan pengoperasian kamiran

Gauss-Weierstrass-q. Selain itu, telah dikaji anggaran dan sifat-sifat geometri bagi

pengoperasian-q dalam beberapa subkelas fungsi analisis dalam cakera unit. Aral dan

Gupta (2009) telah memperkenalkan analog-q bagi pengoperasian

Baskakov-Durrmeyer dan Aldweby dan Darus (2013) pula mengkaji analog-q bagi

pengoperasian Dziok-Srivastava.
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Seterusnya, kajian melibatkan pengoperasian linear telah menarik minat ramai

pengkaji dan banyak hasil-hasil baharu melibatkan pengoperasian linear yang sedia

ada dalam sebutan analog-q telah dihasilkan. Pengoperasi-q ini ditakrifkan ditakrifkan

menggunakan konvolusi di antara fungsi analisis ternormalkan dengan fungsi

hipergeometrik-q dan banyak hasil yang menarik telah diperoleh.

Contohnya, Kanas dan Raducanu (2009) telah memperkenalkan analog-q bagi

pengoperasian terbitan Ruscheweyh dan telah meneliti beberapa sifat bagi

pengoperasian ini dan memperkenalkan fungsi bak-bintang-q seragam dan kajian bagi

pengoperasian ini di teruskan oleh Arif, Haq dan Liu (2018) yang mengkaji dalam

fungsi multivalen. Aldweby dan Darus (2014) pula telah mengkaji sifat subordinasi

bagi pengoperasian Ruscheweyh-q ini. Govindaraj dan Subramaniam (2017) telah

meneruskan kajian kalkulus-q ini terhadap pengoperasian terbitan Salagean.

Seterusnya, banyak lagi penyelidik telah mengkaji pengoperasi menggunakan konsep

kalkulus kuantum antaranya Noor, Riaz dan Noor (2017) telah mengkaji pengoperasi

Kamiran Bernardi-q pada tahun 2017. Seterusnya, pengoperasian kamiran Noor-q

telah dikaji Arif, Haq dan Liu (2018). Noor dan Shah (2020) pula menggunakan

konsep kalkulus-q dalam mengkaji pengoperasian Srivastava-Attiya-q. Manakala,

kajian sifat subordinasi bagi pengoperasian Salagean-q ini telah dilakukan oleh

Alb Lupaş (2022).

4.2 PENGOPERASIAN PEMBEZA BAHARUMENGGUNAKAN
KALKULUS KUANTUM

Dalam bahagian ini, diterangkan konsep kalulus-q dan takrif pengoperasian pembeza

baharu iaitu pengoperasian polilogaritma teritlak analog-q.

Jackson pada tahun 1990, telahmemberikan takrif bagi pengoperasian terbitan-q,

seperti berikut:

Dq f (z) =
f (z)− f (qz)
(1−q)z

; q ̸= 1,z ̸= 0 (4.1)

untuk q ∈ (0,1).
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Oleh itu, bagi fungsi f (z) = zn, terbitan-q boleh ditunjukkan

Dq(zn) =
(qn −q)

q−1
zn−1 = [n]qzn−1. (4.2)

Jelas diperhatikan bahawa limq→1 Dq f (z) = f ′(z), dengan f ′(z) adalah terbitan biasa .

Sifat-sifat lain bagi Dq diperoleh daripada Exton (1983), Gasper dan Rahman

(1990), Aral, Gupta dan Agarwal (2013) dan Uçar (2016) diberikan seperti berikut:

Dapat diperhatikan dengan jelas bahawa, bagi n ∈ N dan z ∈ A,

Dq

{
∞

∑
n=1

anzn

}
=

∞

∑
n=1

[n]qzn−1, (4.3)

dengan

[n]q =
1−qn

1−q
. (4.4)

Diberikan juga,

[n]q! =

 [n]q[n−1]q · · · [1]q ;n = 1,2, . . .

1 ;n = 0.

Diperoleh beberapa petua bagi Dq:

Dq(a f (z)±bg(z)) = aDq f (z)±bDqg(z),

Dq( f (z)g(z)) = f (qz)Dq(g(z))+g(z)Dq( f (qz)),

Dq

(
f (z)
g(z)

)
=

Dq( f (z))g(z)− f (z)Dq(g(z))
g(qz)g(z)

,g(qz)g(z) ̸= 0, (4.5)

Dq(log f (z)) =
Dq( f (z))

f (z)
.

Tambahan pula, kamiran-q bagi fungsi f (z) diberikan oleh

∫ z

0
f (t)dqt = z(1−q)

∞

∑
n=0

qn f (zqn). (4.6)

Berikut, diperkenalkan pengoperasian terbitan polilogarithma teritlak analog-q

atau dikenali sebagai pengoperasian AlShaqsi-Darus-q melibatkan pengoperasi dalam
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(2.6) menggunakan konsep kalkulus kuantum dengan memperkenalkan takrif berikut:

Takrif 4.2.1. Ambil f ∈A, dilambangkanPm
q,λ f (z) analog-q bagi pengoperasian fungsi

polilogaritma teritlak ditakrifkan oleh

Pm
q,λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

[n]mq [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn, (4.7)

dengan m ∈ N0 = {0,1,2, ...}, [n]q dan [n]q! diberikan oleh (4.4).

Daripada Takrif 4.2.1, diperhatikan bahawa, jika q → 1, diperoleh

lim
q→1

Pm
q,λ f (z) = z+ lim

q→1

[
∞

∑
n=2

[n]mq [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn

]
,

= z+
∞

∑
n=2

nm(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn =Pm
λ f (z),

denganPm
λ f (z) ialah pengoperasian polilogaritma teritlak yang ditakrifkan dalam (2.6).

Diperhatikan bahawa, dengan mengambil λ = 0 ke dalam (4.7), diperoleh

Pm
q,0 f (z) = Pm

q f (z) iaitu pengoperasian terbitan Salagean-q (Govindaraj dan

Subramaniam 2017). Bagi λ = 0,q → 1, pengoperasian Pm
q,λ f (z) diturunkan ke

pengoperasian terbitan Salagean (Salagean 1983). Diperhatikan juga, dengan memilih

m = 0, pengoperasian Pm
q,λ f (z) diturunkan ke pengoperasian terbitan Ruscheweyh-q

(Aldweby dan Darus 2014). Apabila mengambil m = 0,q → 1, diperoleh

pengoperasian Ruscheweyh (Ruscheweyh 1975).

Ditulis,

Dq(P
m
q,λ f (z)) = 1+

∞

∑
n=2

[n]m+1
q [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn−1

dan

zDq(P
m
q,λ f (z)) = z+

∞

∑
n=2

[n]m+1
q [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn.
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Oleh itu, diperoleh identiti berikut:

zDq(P
m
q,λ f (z)) = z+

∞

∑
n=2

[n]m+1
q [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn =Pm+1
q,λ f (z).

Dimotivasikan oleh kajian daripada Aldweby dan Darus (2014) dan Alb Lupaş (2022).

Kajian dalam bab ini akan mendapatkan hasil subordinasi bagi analog-q bagi

pengoperasi polilogaritma teritlak yang diberikan dalam (4.7).

4.3 HASIL TERDAHULU MELIBATKAN SUBORDINASI

Seperti dalam Bab 8, beberapa lema daripada kajian terdahulu diperlukan dalam proses

pembuktian bagi mendapatkan hasil subordinasi.

Antara lema yang penting ialah lema yang diberikan oleh Miller dan Mocanu

(1981) dan lema oleh Miller dan Mocanu (1985) seperti yang diberikan dalam (10.3.1).

Dengan menggunakan konsep terbitan-q, lema-lema ini diitlakkan oleh Aldweby dan

Darus (2014) dan diberikan seperti berikut:

Lema 4.3.1. (Aldweby danDarus 2014) Katalah h analisis dan fungsi univalen cembung

U dengan h(0) = 1 dan g(z) = 1+b1z+b2z2 + . . . analisis dalam U. Jika

g(z)+
Dq(g(z))

c
≺ h(z),z ∈ U,c ̸= 0,

maka

g(z)≺ c
zc

∫ z

0
tc−1h(t)dt,

untuk Ny(c)≥ 0.

Lema 4.3.2. (Aldweby dan Darus 2014) Katalah q(z) univalen dalam U dan katalah

θ(w) dan ϕ(w) analisis dalam mandala D mengandungi q(U) dengan ϕ(w) ̸= 0 bila

w ∈ q(U). Pilih Q(z) = zDq(q(z))ϕ(q(z)),h(z) = θ(q(z)+Q(z)) dan andaikan bahawa

1. Q(z) adalah univalen bak-bintang dalam U.

2. Ny(zDq(Q(z))/Q(z)))> 0,(z ∈ U).
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Jika p(z) analisis dalam U, dengan p(0) = q(0), p(U)∪D, dan

θ(p(z))+ zDq(q(z))ϕ(q(z)) = h(z), (4.8)

maka p(z)≺ q(z) dan q(z) adalah dominan terbaik.

Selain itu, turut diperlukan lema-lema berikut:

Lema 4.3.3. (Robertson 1985) Fungsi (1− z)γ ≡ eγlog(1−z),γ ̸= 0, adalah setara dalam

U jika dan hanya jika γ sama ada berada dalam cakera tertutup |γ−1| ≤ 1 atau |γ+1| ≤

1.

Katalah P(β ) kelas fungsi berbentuk ϕ(z) = 1+ c1z+ c2z2 + · · · analisis dalam U dan

memenuhi ketaksamaan berikut:

Ny(ϕ(z))> β , (0 ≤ β < 1;z ∈ U). (4.9)

Lema 4.3.4. (Rao dan Saravanan 2002) Katalah ϕ j ∈ P(β j) diberikan (4.9), dengan

(0 ≤ β j < 1; j = 1,2), maka

ϕ1 ∗ϕ2 ∈ P(β3),(β3 = 1−2(1−β1)(1−β2), (4.10)

dan batas β3 adalah yang terbaik.

Lema 4.3.5. (Rao dan Chandrasekaran 1987) Katalah fungsi ϕ diberikan (4.9), berada

dalam kelas P(β ). Maka

Nyϕ(z)> 2β −1
2(1−β )

1+ |z|
, (0 ≤ β < 1) (4.11)

4.4 KEPUTUSAN UTAMA SUBORDINASI PENGOPERASIAN PEMBEZA
ANALOG-q POLILOGARITMA TERITLAK

Dalam bahagian ini dibincangkan hasil-hasil utama yang diperoleh dalam bentuk dan

korolari dan pembuktiannya.
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Teorem 4.4.1. Andaikan λ > 0,α > 0, dan −1 ≤ B < A ≤ 1. Jika f ∈ A, memenuhi

(1−α)
Pλ

q f (z)
z

+α
Pλ+1

q f (z)
z

≺ 1+Az
1+Bz

= h(A,B;z) (4.12)

maka

Ny

(Pλ
q f (z)

z

) 1
n
>

(
1

αq

∫ 1

0
u
(

1
αq

)
−1
(

1−Au
1−Bu

)
du
) 1

n

,n ≥ 1, (4.13)

dan keputusan yang diperoleh adalah tepat.

Bukti. Andaikan

g(z) =
Pm

q,λ f (z)

z
(4.14)

untuk f ∈ A. Fungsi g(z) = 1+b1z+ · · · untuk f ∈ A, analisis dalam U. Menggunakan

terbitan-q seperti dalam (4.5) pada (4.14), diperoleh

Dq(g(z)) = Dq

(
Pm

q,λ f (z)

z

)

=
zDq

(
Pm

q,λ f (z)
)
−Pm

q,λ f (z)

z ·qz

=
Pm+1

q,λ f (z)−Pm
q,λ f (z)

qz2 .

Oleh itu,

zDq(g(z)) =
Pm+1

q,λ f (z)−Pm
q,λ f (z)

qz
.

Maka

zDq(g(z))
g(z)

=
z

Pm
q,λ f (z)

·
Pm+1

q,λ f (z)−Pm
q,λ f (z)

qz
=

1
q

(
Pm+1

q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

−1

)
,

dan diperoleh,
qzDq(g(z))

g(z)
+1 =

Pm+1
q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

=
Pm+1

q,λ f (z)

zg(z)
.
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Dengan mendarabkan dengan g(z),

Pm+1
q,λ f (z)

z
= qzDq(g(z))+g(z)

dan

(1−α)
Pm

q,λ f (z)

z
+α

Pm+1
q,λ f (z)

z
= (1−α)p(z)+α(qzDq(g(z))+g(z))

= g(z)+αqzDq(g(z)).

Subordinasi pembeza (4.12) boleh ditulis berbentuk

g(z)+αqzDq(g(z))≺
1+Az
1+Bz

dan dengan menggunakan lema 4.3.1, diperoleh

g(z)≺ 1
αq

z−
1

αq

∫ z

0
t

1
αq−1 1−At

1−Bt
dt

juga dengan menggunakan konsep subordinasi

Pm
q,λ f (z)

z
=

1
αq

∫ 1

0
u

1
αq−1 1+Auw(z)

1+Buw(z)
du

Dengan mempertimbangkan −1 ≤ β < A ≤ 1 dan menggunakan ketaksamaan

Ny(w
1
n )≥ ( Nyw)

1
n untuk Ny{w}> 0 dan n ≥ 1, diperoleh

Ny

(
Pm

q,λ f (z)

z

)
>

1
αq

∫ 1

0
u

1
αq−1 1−Au

1−Bu
du. (4.15)

Oleh itu, ketaksamaan (4.13) secara langsung daripada (4.15).

Bagi pembuktian ketepatan hasil (4.13), ditakrifkan f ∈ A, oleh

Pm
q,λ f (z)

z
=

1
αq

∫ 1

0
u

1
αq−1 1+Auz

1+Buz
du.
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Bagi fungsi ini, diperoleh

(1−α)
Pm

q,λ f (z)

z
+α

Pm+1
q,λ f (z)

z
=

1+Az
1+Bz

dan
Pm

q,λ f (z)

z
→ 1

αq

∫ 1

0
u

1
αq−1

(
1−Au
1−Bu

)
du,

bila z →−1. Dengan ini pembuktian telah lengkap.

Korolari 4.4.2. Katalah λ ,m ∈ N, 0 < q < 1, α > 0 dan 0 ≤ β < 1. Jika f ∈ A,

memenuhi syarat subordinasi berikut

(1−α)
Pm

q,λ f (z)

z
+α

Pm+1
q,λ f (z)

z
≺ (2β −1)z+1

z+1
, (4.16)

maka

Ny


(
Pm

q,λ f (z)

z

) 1
n
>

(
(2β −1)+

2(1−β )
αq

∫ 1

0

u
1

αq −1
1+u

du

) 1
n

,n ≥ 1.

Bukti.

Menggunakan langkah pembuktian seperti dalam Teorem 4.4.1 bagi g(z) =
Pm

q,λ f (z)
z ,

subordinasi pembeza (4.16) ditulis

g(z)+αqzDq(g(z))≺
(2β −1)z+1

z+1
.

Oleh itu,

Ny

(Pm
q,λ f (z)

z

) 1
n
 >

(
1

αq

∫ 1

0
u

1
αq−1

(
1+(2β −1)u

1+u

)
du
) 1

n

=

(
1

αq

∫ 1

0
u

1
αq−1

(
(2β −1)+

2(1−β )
1+u

)
du
) 1

n

=

(
2β −1)+

2(1−β )
αq

∫ 1

0

u
1

αq−1

1+u
du

) 1
n

.

Dengan itu kenyataan Korolari 4.16 adalah ditentusahkan.
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Teorem 4.4.3. Katalah 0 ≤ ρ ≤ 1 dan γ ∈ C\{0} sehingga
∣∣∣2(1−ρ)γ

q −1
∣∣∣ ≤ 1 atau∣∣∣2(1−ρ)γ

q +1
∣∣∣≤ 1. Jika f ∈ A memenuhi syarat

Ny

(
Pm+1

q,λ f (z)

Pm1
q,λ f (z)

)
> ρ, z ∈ U

maka (
Pm

q,λ f (z)

z

)γ

≺ (1− z)−
2γ(1−ρ)

q , z ∈ U

adalah dominan terbaik (1− z)−
2γ(1−ρ)

q .

Bukti. Dengan memilih g(z) =
(

Pm
q,λ f (z)

z

)γ
dan menggunakan logaritma pembeza-q

diperoleh

Dq(g(z)) = γ

(
Pm

q,λ f (z)

z

)γ−1
Pm+1

q,λ f (z)−Pm
q,λ f (z)

qz2

dan
zDq(g(z))

g(z)
=

γ
q

(
Pm+1

q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

−1

)
.

Diperoleh,
Pm+1

q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

= 1+
q
γ

zDq(g(z))
g(z)

.

Hubungan Ny
(

Pm+1
q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

)
> ρ boleh ditulis berbentuk

Pm+1
q,λ f (z)

Pm
q,λ f (z)

≺ 1+(1−2ρ)z
1− z

,

yang setara dengan

1+
q
γ

zDq(g(z))
g(z)

≺ 1+(1−2ρ)z
1− z

,z ∈ U. (4.17)

Andaikan

u(z) =
1

(1− z)
2(1−ρ)γ

q

dan ϕ(w) =
q

γw
.

Didapati u(z) adalah univalen daripada Lema 4.3.5. Dengan mudah dapat ditunjukkan
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u,θ dan ϕ memenuhi syarat Lema (4.3.2).

Fungsi Q(z) = zDq(u(z))ϕ(u(z)) = 2(1−p)z
1−z adalah bak-bintang univalen dalam

U, dan h(z) = θ(Q(z)+u(z)) = 1+(1−2ρ)z
1−z .

Seterusnya, dapat ditunjukkan bahawa q(z),θ(z) dan ϕ(z) memenuhi syarat

Lema 4.3.2. Diperhatikan bahawa

Q(z) = zDq(q(z))ϕ(q(z)) =
1(1−ρ)z

1− z

ialah univalen bak bintang dalam U dan

h(z) = θ(q(z))+Q(z) =
1+(1−2ρ)z

1− z
.

Dengan mengabungkan (4.17) dan Lema 4.3.2 diperoleh hasil dalam Teorem

4.4.3.

Teorem 4.4.4. Katalah α < 1,−1 ≤ Bk < Ak ≤ 1, dan k = 1,2. Jika fungsi fk ∈ A

adalah subordinasi pembeza

(1−α)
Pm

q,λ fk(z)

z
+α

Pm+1
q,λ fk(z)

z
≺ 1+Akz

1+Bkz
, k = 1,2, (4.18)

maka

(1−α)
Pm

q,λ ( f1 ∗ f2)(z)

z
+α

Pm+1
q,λ ( f1 ∗ f2)(z)

z
≺ 1+(1−2γ)z

1+ z
,

dengan ∗ adalah hasil darab Hadamard bagi f1(z) dan f2(z), diperoleh

γ = 1− 4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)

(
1− 1

αq

∫ 1

0

u
1

αq −1
1+u

du

)

Bukti. Ambil hk(z) = (1−α)
Pm

q,λ fk(z)
z +α

Pm+1
q,λ fk(z)

z . Subordinasi pembeza (4.18) boleh

ditulis berbentuk Ny(hk(z)) > 1−Ak
1−Bk

,k = 1,2. Daripada pembuktian Teorem 4.4.1,
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diperoleh

Pm
q,λ fk(z) =

1
αq

∫ 1

0
t

1
αq−1hk(t)dt,k = 1,2.

dan

Pm
q,λ ( f1 ∗ f2)(z) =

1
αq

z1− 1
αq

∫ 1

0
t

1
αq−1h0(t)dt,

dengan

h0(z) = (1−α)
Pm

q,λ ( f1 ∗ f2)(z)

z
+α

Pm+1
q,λ ( f1 ∗ f2)(z)

z

=
1

αq
z1− 1

αq

∫ 1

0
t

1
αq−1(h1 ∗h2)(t)dt.

Dengan menggunakan Lema 4.3.4, diperoleh h1 ∗ h2 adalah fungsi analisis dalam U

ditulis 1 + b1z + b2z2 + ... yang memenuhi ketaksamaan

Ny(h1 ∗h2)> 1−2(1−β1)(1−β2) = β .

Daripada Lema 4.3.5 5, diperoleh

Ny(h0(z)) =
1

αq

∫ 1

0
u

1
αq−1 Ny(h1 ∗h2)(uz)du

≥ 1
αq

∫ 1

0
u

1
αq−1

(
2β −1+

2(1−β )
1+u|z|

)
du.

Oleh kerana z ∈ U⇒ |z|< 1 dan 2(1−β )
1+u|z| > 2(1−β )

1+u

>
1

αq

∫ 1

0
u

1
αq−1

(
2β −1+

2(1−β )
1+u

)
du

=
2β −1

αq
u

1
αq

1
αq

∣∣∣∣1
0
+

2(1−β )
αq

∫ 1

0

u
1

αq−1

1+u
du

= 2β −1+
2(1−β )

αq

∫ 1

0

u
1

αq−1

1+u
du

diperoleh

2β −1 = 2−4(1−β1)(1−β2)−1

= 1−4
(

1− 1−A1

1−B1

)(
1− 1−A2

1−B2

)
= 1− 4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)
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dan

2(1−β ) = 2(1−1+2(1−β1)(1−β2))

=
4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)
.

Seterusnya, diperoleh

1− 4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)
+

4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)

1
αq

∫ 1

0

u
1

αq−1

1+u
du =

1− 4(A1 −B1)(A2 −B2)

(1−B1)(1−B2)

(
1− 1

αq

∫ 1

0

u
1

αq−1

1+u
du

)
= γ.

dan pembuktian teorem telah lengkap.

Bab berikutnya akan membincangkan penggunaan fungsi polilogaritma teritlak

dalam permasalahan Fekete-Szego mengunakan kalkulus kuantum.
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BAB V

PERMASALAHAN FEKETE-SZEGÖ SUBKELAS PENGOPERASIAN

PEMBEZA POLILOGARITMA-Q TERITLAK

5.1 PENGENALAN

Dalam bab ini akan diperkenalkan pengoperasi baharu Pm
q,b,λ analog-q bagi fungsi

polilogaritma teritlak peringkat-m. Seterusnya fungsian Fekete-Szegö |a3 − µa2
2| bagi

subkelas bak-bintang-q S∗q,b,λ dan subkelas cembung-q Cq,b,λ diperoleh.

5.2 ANALOG-Q FUNGSI POLILOGARITMA TERITLAK PERINGKAT
KE-M

Takrif bagi pengitlakan fungsi Rieman Zeta dan Polilogaritma atau fungsi polilogaritma

peringkat ke-m diberikan dalam (1.25).

Al-Shaqsi (2008) telah menerbitkan fungsi polilogaritma teritlak dengan

mempertimbangkan fungsi f ∈ A,m ∈ C,b ∈ C \ Z− dan z ∈ U, ditakrifkan fungsi

G(m,b;z) dengan

G(m,b;z) = (1+b)mΦm(b;z) =
∞

∑
n=1

(
1+b
n+b

)m

zn. (5.1)

Diperkenalkan fungsi ((G(m,b;z))(−1) seperti berikut:

G(m,b;z)∗ ((G(m,b;z))(−1) =
z

(1− z)λ+1 , (λ >−1,m ∈ C,b ∈ C\Z−), (5.2)
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dan diperoleh pengoperasi linear berikut:

Pm
b,λ = ((G(m,b;z))(−1) ∗ f (z). (5.3)

Dengan mengambil (2.4) dan (5.1) dalam (5.2), diperoleh

∞

∑
n=1

(
1+b
n+b

)m

zn ∗ ((G(m,b;z))(−1) =
∞

∑
n=1

(n+λ −1)!
λ !(n−1)!

zn.

Oleh itu,

((G(m,b;z))(−1) =
∞

∑
n=1

(
n+b
1+b

)m (n+λ −1)!
λ !(n−1)!

zn. (5.4)

Seterusnya ditakrifkan,

Takrif 5.2.1. Untuk f ∈ A diberikan dalam (1.2)

Pm
b,λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

(
n+b
1+b

)m (n+λ −1)!
λ !(n−1)!

anzn (5.5)

dengan λ ∈ N0,m ∈ C,b ∈ C\Z− dan z ∈ U.

Jelas diperhatikan bahawa

Pm
b,λ

(
Pk

b,λ (z)
)
=Pm+k

b,λ f (z), (m,k ∈ C,λ ∈ N0,b ∈ C\Z−;z ∈ U).

Berikut diberikan analog-q bagi pengoperasi yang ditakrifkan dalam (5.5).

Takrif 5.2.2. Ambil f ∈ A, dilambangkan Pm
q,b,λ f (z) analog-q bagi pengoperasian

fungsi polilogaritma teritlak ditakrifkan oleh

Pm
q,b,λ f (z) = z+

∞

∑
n=2

(
[n+b]q
[1+b]q

)m [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn,= z+
∞

∑
n=2

Θm
q,b,λ anzn, (5.6)

yang

Θm
q,b,λ =

(
[n+b]q
[1+b]q

)m [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

,
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dengan m ∈ N0 = {0,1,2, ...}, [a]q dan [a]q! diberikan oleh (4.4).

Daripada Takrif 5.2.2, diperhatikan bahawa, jika q → 1, diperoleh

lim
q→1

Pm
q,b,λ f (z) = z+ lim

q→1

[
∞

∑
n=2

(
[n+b]q
[1+b]q

)m [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn

]
,

= z+
∞

∑
n=2

(
[n+b]q
[1+b]q

)m [n+λ −1]q!
[λ ]q![n−1]q!

anzn =Pm
b,λ f (z)

dengan Pm
b,λ f (z) ialah pengoperasian yang ditakrifkan dalam (5.5).

Dengan mengambil q → 1 dan mengantikan nilai beberapa parameter ke dalam

(5.6) diperoleh pengoperasian yang telah dikaji oleh pengkaji terdahulu. Untuk

m ∈ Z,b = 1,λ = 0 dan q → 1, pengoperasi Pm
b,λ ialah pengoperasi yang telah dikaji

oleh Uralegaddi dan Somanatha (1991), dan untuk m ∈ Z,λ = 0 dan q → 1 berkait

dengan pengoperasi yang dikaji oleh Flett (1972). Didapati juga, untuk m =−1,λ = 0

dan q → 1 merupakan pengoperasi kamiran yang telah kaji oleh Owa dan Srivastava

(1986). Dengan sebarang nombor tak negatif m dan b = 1,λ = 0 dan q → 1

pengoperasi Pm
q,b,λ adalah pengoperasi daripada kajian Jung, Kim dan Srivastava

(1993), dan untuk integer tak negatif m,n = λ = 0 dan q → 1 , pengoperasi Pm
b,λ ialah

pengoperasi pembeza Salagean (1983). Didapati juga, untuk m = 0,λ ∈ N0 dan q → 1,

pengoperasi Pm
b,λ ialah pengoperasi pembeza Ruscheweyh (1975). Juga diperoleh,

untuk m,λ ∈ N0,b = 0 dan dan q → 1 diperoleh pengoperasi pembeza Al-Shaqsi dan

Darus (2008) seperti yang diberikan dalam (2.6).

5.3 FEKETE-SZEGO BAGI PENGOPERASIAN POLILOGARITMA-Q

Permasalahan Fekete-Szego telah memberi kesan yang kuat pada pengkaji bagi

menyelesaikan permasalahan yang sama dalam kelas fungsi yang berbeza.Begitu juga

dalam permasalahan melibat kalkulus quantum.

Aldweby dan Darus (2017) telah mendapatkan hasil bagi permasalahan
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Fekete-Szegö melibatkan pengoperasian pembeza Ruscheweyh-q, dan dilanjutkan oleh

Alsoboh dan Darus (2020). Dalam bahagian ini, akan diperoleh hasil bagi

permasalahan Fekete-Szegö bagi pengoperasian polilogaritma teritlak-q bagi subkelas

S∗q,b,λ ,m(φ) dan Cq,b,λ ,m(φ).

Dimotivasikan daripada kajian oleh Aldweby dan Darus (2014) dan Alsoboh dan

Darus (2020), kajian dalam bab ini adalah untuk mendapatkan fungsian Fekete-Szegö

bagi pengoperasian fungsi polilogaritma teritlak analog-q seperti yang ditakrifkan

dalam (5.6).

Dengan mengunakan prinsip subordinasi dan pembeza-q, ditakrifkan kelas bagi

fungsi analisis bak-bintang-q dan cembung-q, seperti berikut:

Takrif 5.3.1. Untuk φ ∈ P dan λ > −1, kelas S∗q,b,λ ,m(φ) yang meliputi semua fungsi

analisis f ∈ A memenuhi

zDq

[
Pm,λ

b,q ( f (z))
]

Pm,λ
b,q ( f (z))

≺ φ(z), |z|< 1,0 < q < 1. (5.7)

Takrif 5.3.2. Untuk φ ∈ P dan λ > −1, kelas Cq,b,λ ,m(φ) yang meliputi semua fungsi

analisis f ∈ A memenuhi

1+
zqDq

[
Dq

[
Pm,λ

b,q ( f (z))
]]

Dq

[
Pm,λ

b,q ( f (z))
] ≺ φ(z), |z|< 1,0 < q < 1. (5.8)

5.3.1 Hasil terdahulu permasalahan Fekete-Szegö

Bagi memperoleh hasil permasalahan bagi ketaksamaan Fekete-Szegö ini, diperlukan

lema-lema berikut dar ipada Ma dan Minda (1992).
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Lema 5.3.3. (Ma dan Minda 1992) Jika p(z) = 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · ∈ P ialah

bahagian nyata positif dalam U dan µ ∈ C, maka

|c2 −µc2
1| ≤ 2 maks{1; |2µ −1|}. (5.9)

Hasil yang diperoleh adalah memenuhi persamaan berikut:

p(z) =
1+ z
1− z

atau p(z) =
1+ z2

1− z2 . (5.10)

Lema 5.3.4. Jika p(z) = 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · ∈ P ialah bahagian nyata positif

dalam U dan µ ∈ C, maka

|c2 −µc2
1| ≤


−4µ +2, jika µ ≤ 0,

2, jika 0 ≤ µ ≤ 1,

4µ −2, jika µ ≥ 1.

(5.11)

Dalam kajian ini, nilai q adalah nombor tetap 0 < q < 1, µ ∈ C dan φ ∈ P.

Kaedah bagi mendapatkan fungsian Fekete-Szegö bagi pengoperasian fungsi

polilogaritma teritlak analog-q adalah dengan mengunakan pendekatan daripada

Seoudy dan Aouf (2016), Aldweby (2017) dan Alsoboh dan Darus (2020).

5.3.2 Hasil utama Fekete-Szegö polilogaritma-q teritlak

Berikut diberikan hasil pekali ketaksamaan Fekete-Szegö bagi subkelas S∗q,b,m/λ (φ) dan

Cq,b,m/λ (φ).
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Teorem 5.3.5. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam S∗q,b,m,λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1[1+b]mq [2]q
2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q

maks

{
1;

∣∣∣∣∣B2

B1
− B1

q
+µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

∣∣∣∣∣
}

(5.12)

Bukti. Jika f ∈ S∗q,n,λ ,m, maka terdapat fungsi w(z) dalam U dengan w(0) = 0 dan

|w(z)|< 1 dalam U sehingga

zDq

[
Pm,λ

b,q ( f (z))
]

Pm,λ
b,q ( f (z))

= φ(w(z)). (5.13)

Ditakrifkan fungsi p(z) dengan Ny(p(z))> 0 dan p(0) = 1, berbentuk

p(z) =
1+w(z)
1−w(z)

= 1+ p1z+ p2z2 + p3z3 + · · · . (5.14)

Oleh kerana w(z) ialah fungsi Schwarz, maka

g(z) =
zDq

[
Pm,λ

b,q ( f (z))
]

Pm,λ
b,q ( f (z))

= 1+d1z+d2z2 +d3z3 + · · · . (5.15)

Daripada (5.6), terbitan-q memberikan

Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
)
= 1+

(
[2+b]q
[1+b]q

)m

[λ +1]q[2]qa2z

+

(
[3+b]q
[1+b]q

)m [λ +2]q[λ +1]q
[2]q

[3]qa3z2 + · · · (5.16)

dan

zDq

(
Pm,λ

b,q f (z)
)
= z+

(
[2+b]q
[1+b]q

)m

[λ +1]q[2]qa2z2

+

(
[3+b]q
[1+b]q

)m [λ +2]q[λ +1]q
[2]q

[3]qa3z3 + · · · (5.17)

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



98

Seterusnya, daripada (5.13), (5.14) dan (5.15) diperoleh

g(z) = φ
(

p(z)−1
p(z)+1

)
. (5.18)

Oleh kerana

p(z)−1
p(z)+1

=
1
2

[
p1z+

(
p2 −

p2
1

2

)
z2 +

(
p3 +

p3
1

4
−P1 p2

)
z3 + · · ·

]
, (5.19)

maka

φ
(

p(z)−1
p(z)+1

)
= 1+

1
2

B1 p1z+
[

1
2

B1

(
p2 −

p2
1

2

)
+

1
4

B2 p2
1

]
z2 + · · · . (5.20)

Daripada persamaan (5.20) dan (5.15), didapati

d1 =
1
2

B1 p1, (5.21)

d2 =
1
2

B1

(
p2 −

p2
1

2

)
+

1
4

B2 p2
1. (5.22)

Diketahui bahawa [n]q −1 = q[n−1]q, justeru dari (5.15) memberikan

zDqD
m,λ
b,q f (z)

Dm,λ
b,q f (z)

= 1+q[λ +1]qa2z+
{

q[λ +1]q[λ +2]qa3 −q[λ +1]2qa2
2
}

z2 + · · · .

(5.23)

Diketahui bahawa [n]q −1 = q[n−1]q dan daripadad (5.20) diperoleh

d1 = q[λ +1]qa2

d2 = q[λ +1]q[λ +2]qa3 −q[λ +1]2qa2
2, (5.24)

atau kesetaraannya, diperoleh

a2 =
B1 p1

2([2]q −1)
(
[2+b]q
[1+b]q

)m
[λ +1]q

=
B1 p1[1+b]mq

2q[2+b]mq [λ +1]q
, (5.25)

a3 =
B1

2
(
[3+b]q
[1+b]q

)m [λ+2]q[λ+1]q
[2]q

([3]q −1)

{
p2 +

(
−1

2
+

B2

2B1
+

B1

2([2]q −1)

)
p2

1

}

=
B1[1+b]mq [2]q

2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
p2 −

(
1
2
− B2

2B1
− B1

2q

)
p2

1

}
(5.26)
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Oleh itu,

a3 −µa2
2 =

B1[1+b]mq [2]q
2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1){

p2 −
(

1
2
− B2

2B1
− B1

2q

)
p2

1

}
−µ

(
B1 p1[1+b]mq

2q[2+b]mq [λ +1]q

)2

=
B1[1+b]mq [2]q

2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
p2

+

(
−1

2
+

B2

2B1
+

B1

2q
−µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q([3]q −1)
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

)
p2

1

}

=
B1[1+b]mq [2]q

2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
p2 (5.27)

−1
2

(
1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q([3]q −1)
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

)
p2

1

}
.

(5.28)

dengan mempertimbangkan

ν =
1
2

(
1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q([3]q −1)
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

)
. (5.29)

Ditulis

a3 −µa2
2 =

B1[1+b]mq [2]q
2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
p2 −ν p2

1
}
.

Dengan menggunakan Lema 5.9 dalam (5.28) diperoleh hasil yang cari. Ini

melengkapkan pembuktian .

Seterusnya, diberikan hasil bagi permasalahan Fekete-Szegö melibatkan

subkelas Cq,b,m,λ (φ).
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Teorem 5.3.6. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam Cq,b,m,λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

maks

1;

∣∣∣∣∣∣∣
B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

∣∣∣∣∣∣∣
 . (5.30)

Bukti. Ambil f ∈Cq,b,m,λ , maka terdapat fungsi Schwarz w(z) dalamU dengan w(0) =

0 dan |w(z)|< 1 dalam U sehingga

1+
zqDq

(
Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
))

Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
) = φ(w(z)). (5.31)

Daripada (5.6), terbitan-q memberikan

Dq

(
Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
))

=

(
[2+b]q
[1+b]q

)m

[λ +1]q[2]qa2

+

(
[3+b]q
[1+b]q

)m

[λ +2]q[λ +1]q[3]qa3z+ · · · , (5.32)

dan

zqDq

(
Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
))

= q
(
[2+b]q
[1+b]q

)m

[λ +1]q[2]qa2z

+q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m

[λ +2]q[λ +1]q[3]qa3z2 + ·. (5.33)

Seterusnya, daripada persamaan (5.14), (5.15) dan persamaan (5.31), dapat ditulis

1+
zqDq

(
Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
))

Dq

(
Pm,λ

b,q f (z)
) = 1+

1
2

B1 p1z+
[

1
2

B1

(
p2 −

p2
1

2

)
+

1
4

B2 p2
1

]
z2 + · · · .

(5.34)
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Maka, daripada persamaan (5.34), diperoleh

a2 =
B1 p1

2q[2]q
(
[2+b]q
[1+b]q

)m
[λ +1]q

=
B1 p1[1+b]mq

2q[2]q[2+b]mq [λ +1]q
, (5.35)

a3 =
B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{
p2 +

[
−1

2
+

B2

2B1
+

B1

2q

]
p2

1

}

=
B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{
p2 −

1
2

[
1− B2

B1
− B1

q

]
p2

1

}
.

Oleh itu,

a3 −µa2
2 =

B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q{

p2 −
1
2

[
1− B2

B1
− B1

q

]
p2

1

}
−µ

 B1 p1

2q[2]q
(
[2+b]q
[1+b]q

)m
[λ +1]q

2

=
B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q{

p2 −
1
2

1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

 p2
1

}
.

=
B1[1+b]mq

2q[3]q[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q
(5.36){

p2 −
1
2

(
1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3+b]mq [3+b]2m
q [λ +2]q[3]q

q[2]2q[1+b]mq [λ +1]q

)
p2

1

}
.

(5.37)

dengan mengambil

υ =
1
2

1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

 . (5.38)

Justeru, ditulis

a3 −µa2
2 =

B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{
p2 −υ p2

1
}
.
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Dengan menggunakan Lema (5.9) dalam (5.36) diperoleh hasil yang dicari. Ini

melengkapkan pembuktian .

Dengan memilih m = 0 ke dalam Teorem 5.3.5 diperoleh korolari bagi kelas

S∗q(φ) iaitu hasil daripadaAldweby danDarus (2017) untuk pengoperasian Ruscheweyh-

q seperti berikut:

Korolari 5.3.7. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam S∗q,b,m/λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1[2]q
2[λ +2]q[λ +1]q

maks
{

1;
∣∣∣∣B2

B1
− B1

q
+µ

B1[λ +2]q
2q2[λ +1]q[2]q

∣∣∣∣}

Dengan mengambil m = 0 ke dalam Teorem 5.3.6 diperoleh korolari bagi kelas

Cq(φ) iaitu hasil daripada Aldweby dan Darus (2017) untuk pengoperasian

Ruscheweyh-q seperti berikut:

Korolari 5.3.8. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam Cq,b,m,λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1

2q[3]q[λ +2]q[λ +1]q
maks

{
1;

∣∣∣∣∣B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q[λ +2]q
2q[2]2q[λ +1]q

∣∣∣∣∣
}
.

Untuk m = 0,λ = 0 dan dengan mengambil q → 1− ke dalam Teorem 5.3.5 dan

Teorem 5.3.6 , diperoleh korolari bagi kelas S∗q(φ) dan Cq,b,m,λ (φ) seperti berikut:

Korolari 5.3.9. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam S∗q,b,m/λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1

2
maks

{
1;
∣∣∣∣B2

B1
−B1 +µ

B1

2

∣∣∣∣} .

Korolari 5.3.10. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 ̸= 0), dan f

diberikan oleh (1.2) berada dalam Cq,b,m,λ (φ) dan µ ialah nombor kompleks, maka

|a3 −µa2
2| ≤

B1

2
maks

{
1;
∣∣∣∣B2

B1
−B1 +µ

B1

2

∣∣∣∣} .
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Seterusnya, daripada Lema 5.3.4, diperoleh teorem-teorem berikut:

Teorem 5.3.11. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 > 0,B2 ≥ 0

dan f diberikan oleh (1.2) berada dalam S∗q,b,m/λ (φ), maka

|a3 −µa2
2| ≤



B2[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) +

B2
1[1+b]mq [2]q

q[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1)

−µ B2
1[1+b]2m

q
2q2[2+b]2m

q [λ+1]2q
; µ ≤ χ1,

B1[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) ; χ1 ≤ µ ≤ χ2,

µ B2
1[1+b]2m

q
2q2[2+b]2m

q [λ+1]2q
− B2[1+b]mq [2]q

[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1)

− B2
1[1+b]mq [2]q

q[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) ; µ ≥ χ2.

(5.39)

dengan

χ1 =

(
[2+b]mq
[1+b]mq

)2

(
[3+b]mq
[1+b]mq

)2

(
q2(B1 +B2)+qB2

1
q[2]qB2

1

)
,

χ2 =

(
[2+b]mq
[1+b]mq

)2

(
[3+b]mq
[1+b]mq

)2

(
(B2 −B1)q2 +qB2

1
q[2]qB2

1

)
.

Bukti. Dengan menggunakan Lema 5.3.4 dalam persamaan (5.28) dan (5.29),

dipertimbangkan tiga kasus berikut:

kasus 1: Jika µ ≤ χ1

|a3 −µa2
2| ≤

B1[1+b]mq [2]q
2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{2−4ν}

=
B1[1+b]mq [2]q

[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
B2

B1

+
B1

q
−µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q([3]q −1)
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

}
.
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Oleh itu,

|a3 −µa2
2| ≤

B2[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

+
B2

1[1+b]mq [2]q
q[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

−µ
B2

1[1+b]2m
q

2q2[2+b]2m
q [λ +1]2q

.

(5.40)

kasus 2: Jika χ1 ≤ µ ≤ χ2

|a3 −µa2
2| ≤

B1[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

. (5.41)

kasus 3: Jika µ ≥ χ2

|a3 −µa2
2| ≤

B1[1+b]mq [2]q
2[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{4ν −2}

= −
B1[1+b]mq [2]q

[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

{
B2

B1

+
B1

q
−µ

B1[1+b]mq [3+b]mq [λ +2]q([3]q −1)
2q2[2+b]2m

q [λ +1]q[2]q

}
.

Oleh itu,

|a3 −µa2
2| ≤ µ

B2
1[1+b]2m

q

2q2[2+b]2m
q [λ +1]2q

−
B2[1+b]mq [2]q

[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

−
B2

1[1+b]mq [2]q
q[3+b]mq [λ +2]q[λ +1]q([3]q −1)

.

(5.42)

Dengan ini pembuktian telah lengkap.
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Teorem 5.3.12. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2+B3z3+ . . . dengan B1 > 0,B2 ≥ 0 dan

f diberikan oleh (1.2) berada dalam Cq,b,m,λ (φ), maka

|a3 −µa2
2| ≤



B2[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) +

B2
1[1+b]mq [2]q

q[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1)

−µ B2
1[1+b]2m

q
2q2[2+b]2m

q [λ+1]2q
; µ ≤ ξ1,

B1[1+b]mq [2]q
[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) ; ξ1 ≤ µ ≤ ξ2,

µ B2
1[1+b]2m

q
2q2[2+b]2m

q [λ+1]2q
− B2[1+b]mq [2]q

[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1)

− B2
1[1+b]mq [2]q

q[3+b]mq [λ+2]q[λ+1]q([3]q−1) ; µ ≥ ξ2.

(5.43)

dengan

ξ1 =

(
[2]2qq

[2+b]mq
[1+b]mq

)2
(B2

1 +(B2 −B1)q)

q[3]q[2]q
(
[3+b]mq
[1+b]mq

)2
B2

1

,

ξ2 =

(
[2]2qq

[2+b]mq
[1+b]mq

)2
(B2

1 +(B2 −B1)q)

q[3]q[2]q
(
[3+b]mq
[1+b]mq

)2
B2

1

.

Bukti. Dengan menggunakan Lema 5.3.4 ke dalam persamaan (5.36) dan (5.38),

dipertimbangkan tiga kasus berikut: kasus 1: Jika µ ≤ ξ1

|a3 −µa2
2| ≤ B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{2−4ν}

=
B1

q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{
B2

B1

+
B1

q
−µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

}
.
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Oleh itu,

|a3 −µa2
2| ≤ B2

q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

+
B2

1

q2[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

−µ
B2

1

2q2[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]2q

. (5.44)

kasus 2: Jika ξ1 ≤ µ ≤ ξ2

|a3 −µa2
2| ≤ B1

q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

. (5.45)

kasus 3: Jika µ ≥ ξ2

|a3 −µa2
2| ≤ B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{4ν −2}

= − B1

q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

{
B2

B1

+
B1

q
−µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

}
.

Oleh itu,

|a3 −µa2
2| ≤ µ

B2
1

2q2[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]2q

− B2

q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

−
B2

1

q2[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q

. (5.46)
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Seterusnya, diperoleh

|a3 −µa2
2| =

B1

2q[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q[λ +1]q{

p2 −
1
2

1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

 p2
1

}
.

(5.47)

dengan mengambil

υ =
1
2

1− B2

B1
− B1

q
+µ

B1[3]q
(
[3+b]q
[1+b]q

)m
[λ +2]q

2q[2]2q
(
[2+b]q
[1+b]q

)2m
[λ +1]q

 . (5.48)

Jika dipilih nilai m = 0, diperoleh ketaksamaan Fekete-Szegö bagi subkelas

S∗q(φ) dan Cq(φ) masing-masing seperti yang ditunjukkan Aldweby dan Darus (2017).

Korolari 5.3.13. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan (B1 > 0,B2 ≥ 0

dan f diberikan oleh (1.2) berada dalam S∗q,b,m,λ (φ), maka

|a3 −µa2
2| ≤



B2
q[λ+2]q[λ+1]q

+
B2

1
q2[λ+2]q[λ+1]q

−µ B2
1

2q2[λ+1]2q
; µ ≤ χ1,

B1
q[λ+2]q[λ+1]q

; χ1 ≤ µ ≤ χ2,

µ B2
1

2q2[λ+1]2q
− B2

q[λ+2]q[λ+1]q

− B2
1

q2[λ+2]q[λ+1]q
; µ ≥ χ2.

(5.49)

dengan

χ1 =
q2(B1 +B2)+qB2

1
q[2]qB2

1

dan

χ2 =
(B2 −B1)q2 +qB2

1
q[2]qB2

1
.

Korolari 5.3.14. Andaikan φ(z) = 1+B1z+B2z2 +B3z3 + . . . dengan B1 > 0,B2 ≥ 0

dan f diberikan oleh (1.2) berada dalam Cq,b,m,λ (φ), maka
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|a3 −µa2
2| ≤


B2

q[λ+2]q[λ+1]q
+

B2
1

q2[λ+2]q[λ+1]q
−µ B2

1
2q2[λ+1]2q

; µ ≤ ξ1,

B1
q[λ+2]q[λ+1]q

; ξ1 ≤ µ ≤ ξ2,

µ B2
1

2q2[λ+1]2q
− B2

q[λ+2]q[λ+1]q
− B2

1
q2[λ+2]q[λ+1]q

; µ ≥ ξ2.

(5.50)

dengan

ξ1 =
(B2

1 +(B2 −B1)q
q[3]q[2]qB2

1

dan

ξ2 =
(B2

1 +(B2 −B1)q
q[3]q[2]qB2

1
.

Telah ditunjukkan beberapa hasil daripada permasalahan ketaksamaan Fekete-

Szegö menggunakan pengoperasian polilogaritma-q teritlak dalam subkelas S∗q,b,m,λ (φ)

dan Cq,b,m,λ (φ).

Dalam bab seterusnya, kajian beralih ke kelas fungsi melibatkan fungsi-fungsi

istimewa lain.
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BAB VI

ANGGARAN PEKALI SUBKELAS FUNGSI YANG ANALISIS DAN

BI-UNIVALEN

6.1 PENDAHULUAN

Kajian bagi mendapatkan sempadan pekali bagi fungsi analisis dan bi-univalen telah

menarik minat ramai penyelidik. Mereka telah memperkenalkan banyak fungsi kelas

baharu dengan menggabungkan pelbagai jenis kelas dan dengan fungsi istimewa seperti

fungsi Mittag-Leffler, Fungsi Faber, Fungsi Poisson, Fungsi Gamma dan banyak lagi.

Dengan menggunakan pendekatan yang sama, diperoleh subkelas baharu melibatkan

kelas fungsi analisis bi-univalen disekutu dengan fungsi polinomial Faber dan fungsi

Fox-Wright teritlak.

Antara pengkaji dalam topik melibatkan subkelas fungsi yang analisis dan bi-

univalen ialah Srivastava, Mishra & Gochhayat (2010), Ali et al. (2012), Caglar, Orhan

dan Yagmur (2013), Obradovic dan Ponnusamy (2013), Ul-Haq, Nazneen dan Rahman

(2014), Altinkaya dan Yalcin (2016) juga Bohra dan Ravichandran (2017).

Lewin (1967) adalah yang pertama memperkenalkan dan mengkaji kelas bagi

fungsi analisis bi-univalen, dengan membuktikan bahawa nilai |a2|< 1.51. Seterusnya

hasil yang diperoleh oleh Lewin ini ditambahbaik oleh Brannan dan Clunie (1980) yang

memperoleh |a2| <
√

2 . Netanyahu (1969) pula memperoleh nilai |a2| < 4
3 . Kajian

ini diteruskan lagi oleh Brannan dan Taha (1985) yang mengkaji subkelas tertentu bagi

fungsi bi-univalen dalam mendapatkan anggaran tidak tepat bagi dua pekali pertama

Taylor-Maclaurin iaitu |a2| dan |a3|.
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6.2 FUNGSI BI-UNIVALEN

Diketahui bahawa setiap fungsi f ∈ S dalam bentuk (1.2) mempunyai songsangan f−1

ditakrifkan oleh

f−1( f (z)) = z,(z ∈ U) dan f−1( f (w)) = w, (|w|< r,r ≥ 1/4).

Fungsi songsangan g = f−1 diberikan oleh

g(w)= f−1(w)=w−a2w2+(2a2
2−a3)w3−(5a2

3−5a2a3+a4)w4+ · · ·=w+
∞

∑
n=2

Anwn.

(6.1)

Fungsi f ∈ A adalah bi-univalen dalam U jika kedua-dua f dan f−1 adalah univalen

dalam U. Misalkan ∑ melambangkan kelas bagi fungsi bi-univalen dalam U yang

diberikan oleh (1.2). Srivistava, Mishra dan Gochhayat (2010) telah menceritakan

sejarah dan juga contoh menarik bagi kelas ∑ dalam kertas kerja mereka.

Brannan dan Taha (1988) telah memperkenalkan subkelas bagi fungsi

bi-univalen untuk kelas ∑ yang seakan sama dengan subkelas fungsi bak-bintang,

S∗(α) dan fungsi cembung K(α) peringkat α(0 < α ≤ 1). Kajian ini akan

mempekenalkan subkelas baharu bagi fungsi kelas ∑ dan mendapatkan anggaran bagi

pekali |a2| dan |a3| menggunakan pendekatan teknik daripada Srivistava, Mishra dan

Gochhayat (2010).

6.3 ANGGARAN PEKALI FUNGSI SUBKELAS ANALISIS DAN
BI-UNIVALEN MELIBATKAN FUNGSI FOX-WRIGHT TERITLAK
DAN POLINOMIAL FABER

Pada tahun1903, Faber memperkenalkan polinomial Faber dan Wright pada tahun 1935

telah memperkenalkan fungsi Fox-Wright (Wright 1935). Fungsi-fungsi ini memainkan

peranan penting dalam bidang sains matematik.

Kajian bagi mendapatkan pekali batas umum bagi fungsi bi-univalen melibatkan

Faber polinomial telah dilakukan oleh ramai pengkaji.
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Jahangiri dan Hamidi (2013) telah mengkaji angaran pekali bagi kelas bagi

fungsi analisis bi-univalen dan Hamidi dan Jahangiri (2014) seterusnya mengkaji kelas

bagi fungsi analisis bi-univalen hampir cembung melibatkan Faber polinomial. Kajian

melibatkan Faber polinomial turut dilakukan pada kelas yang ditakrifkan oleh Frasin

dan Aouf (2011). Seterusnya, Bulut (2014) telah mengitlakkan hasil oleh Jahangiri dan

Hamidi (2013). Bulut (2016) pula mengitlakkan dan menambahbaik keputusan yang

diperoleh Subramaniam, Shanmugam dan Sivakumar (2016), Frasin dan Aouf (2011)

dan Srivastava, Eker dan Ali (2015).

6.3.1 Subkelas fungsi polilogaritma dan Fox-Wright teritlak

Dalam (2.5), telah ditunjukkan bagaimana fungsi polilogaritma teritlak diperoleh dan

diberikan seperti berikut

(G(m;z))(−1) =
∞

∑
n=1

nm (n+λ −1)!
λ !(n−1)!

zn,(z ∈ U),

dengan m,λ ∈ N0 = {0,1,2, ...},z ∈ U.

Seterusnya, dipertimbangkan parameter kompleks berikut bagi memperoleh

fungsi Fox-Wright teritlak.

α1, . . . ,αq;
(

αm

Am
̸= 0,−1,−2, . . . ;m = 1, . . . ,q

)

dan

β1, . . . ,βs;
(

βm

Bm
̸= 0,−1,−2, . . . ;m = 1, . . . ,s

)
.

Pengitlakan fungsi Fox-Wright qΨs bagi fungsi hipergeometrik qFs ditakrifkan oleh

Wright (1935) sebagai

qΨs(z) = qΨs
[
(α1,A1), . . . ,(αq,Aq);(β1,B1), . . . ,(βs,Bs);z

]
= qΨs

[
(α j,Am)1,q,(βm,Bm)1,s;z

]
=

∞

∑
n=0

{
q

∏
j

Γ(αm +Amn)

}{ s

∏
m

Γ(βm +Bmn)
}−1 zn

n!
, (6.2)
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dengan pekali Am(m = 1, . . . ,q) dan Bm(m = 1, . . . ,s) adalah nombor nyata positif

sehingga 1 + ∑s
m=1 Bm − ∑q

m=1 ≥ 0 bagi nilai yang sesuai untuk |z|. Fungsi qΨs[z]

diturunkan ke fungsi hipergeometrik teritlak qFs[z] bila Am(m = 1, . . . ,q dan

Bm(m = 1, . . . ,s dalam (6.2).

Ditulis,

qFs(α1, . . . ,αq;β1, . . . ,βq;z)≡ ωqΨs
[
(α1,1)1,q;(β1,1)1,s;z

]
, (6.3)

dengan (q ≤ s+1;q,s ∈ N0 : N∪{0};z ∈ U) dan ω := Γ(β1)···Γ(βs)
Γ(α1)···Γ(αq)

.

Misalkan Λ(z) = f (z)∗ qΨs, diperoleh

Λ(z) = z+ qΨs
[
(α1,1)1,q;(β1,1)1,s;z

]
mtimes ∗ · · · ∗ qΨs

[
(α1,1)1,q;(β1,1)1,s;z

]
= z+

∞

∑
n=2

[(
∏q

m=1 Γ(αm +Am(n−1))
∏s

m=1 Γ(βm +Bm(n−1))

)(
1

(n−1)!

)]
zn.

Dengan menggunakan hasil darab Hadamard (konvolusi) di antara fungsi

polilogaritma teritlak yang ditakrifkan oleh Al-Shaqsi dan Darus (2008) dan fungsi

Fox-Wright teritlak oleh Wright (1935), diperoleh pengoperasi baharu melibatkan

fungsi polilogaritma teritlak dan fungsi Fox-Wright teritlak yang ditakrifkan seperti

berikut:

Takrif 6.3.1. Andaikan f ∈A, dan Iµ
m,n(α1,β1) f (z) :U→U dengan Iµ

m,n(α1,β1) f (z)) =

Λ(z)∗ (G(m;z))(−1). Fungsi Fox-Wright dan polilogaritma teritlak diberikan oleh

Iµ
m,n f (z) = Λ(z)∗ (G(m;z))(−1) = z+

∞

∑
n=2

Ωm
n Θµ

n anzn, (6.4)

yang

Ωm
n =

[(
∏q

m=1 Γ(βm +Bm(n−1))
∏s

m=1 Γ(αm +Am(n−1))

)(
1

(n−1)!

)]
(6.5)

dan

Θµ
n =

[
(n−1)n(n+µ −2)!

λ !(n−2)!

]
,m ∈ Z0 = Z∪{0},n ≥ 2,µ ≥ 0. (6.6)

Seterusnya, diperkenalkan subkelas H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) ditakrifkan seperti
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berikut:

Takrif 6.3.2. For λ ≥ 1 dan δ ≥ 0, fungsi f ∈ Σ diberikan oleh (1.2) dan Iµ
m,n f (z)

diberikan oleh (6.3.1) dikatakan dalam kelas H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) jika syarat-syarat

berikut dipenuhi:

Ny
{
(1−λ )

Iµ
m,n f (z)

z
+λ (Iµ

m,n f (z))′+δ z(Iµ
m,n f (z))′′

}
> α (6.7)

dan

Ny
{
(1−λ )

Iµ
m,ng(w)

z
+λ (Iµ

m,ng(w))′+δ z(Iµ
m,ng(w))′′

}
> α, (6.8)

dengan 0 ≤ α < 1; j ∈ Z0,w ∈ U;g = f−1 diberi oleh (6.1).

Didapati bahawa H∑(α,λ ,0;1,1) = B∑(α,λ ) , subkelas yang diperkenalkan

oleh Frasin dan Aouf (2011). Srivastava, Mishra dan Gochhayat (2010) telah

membincangkan fungsi bi-univalen H∑(α,0,0;1,1) = H∑(α). Bulut (2016) telah

memperoleh anggaran pekali bagi subkelas yang ditakrifkan oleh

H∑(α,λ ,δ ;1,1) = N∑(α,λ ,δ ).

6.3.2 Hasil utama anggaran pekali fungsi subkelas analisis dan bi-Univalen
melibatkan polilogaritma dan Fox-Wright teritlak dengan polinomial
Faber

Sebelum mendapatkan hasil utama, dinyatakan dahulu lema dan takrifan berikut.

Misalkan P kelas bagi semua fungsi, dan p(z) analisis dalam U yang mana

Ny{p(z)}> 0 dengan p(z) = 1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · untuk z ∈ U.

Lema 6.3.3. (Duren 1983). Misalkan p ∈ P analisis dalam U diberikan oleh p(z) =

1+ c1z+ c2z2 + c3z3 + · · · dan Ny{p(z)}> 0 untuk z ∈ U. Maka

|cn| ≤ 2, (n ≥ 1). (6.9)

Airault dan Bouali (2006) memberikan fungsi kembangan polinomial Faber f ∈
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A dalam bentuk (1.2) dan pekali bagi pemetaan songsang g = f−1 ditunjukkan oleh

g(w) = f−1(w) = w+
∞

∑
n=2

1
n

K−n
n−1(a2,a3, ...)wn, (6.10)

yang

K−n
n−1 =

(−n)!
(−2n+1)!(n−1)!

an−1
2 +

(−n)!
2(−n+1)!(n−3)!

an−3
2 a3

+
(−n)!

(−2n+3)!(n−4)!
an−4

2 a4 +
(−n)!

2(−n+2)!(n−5)!
an−5

2 [a5 +(−n+2)a2
3]

+
(−n)!

(−2n+5)!(n−6)!
an−6

2 [a6 +(−2n+5)a3a4]+ · · · , (6.11)

Tiga sebutan pertama bagi K−n
n−1 dalam (6.11) adalah

K−2
1 =−2a2,K−3

2 = 3(2a2
2 −a3) dan K−4

3 =−4(5a3
2 −5a2a3 +a4). (6.12)

Secara umumnya, bagi setiap p ∈ P, kembangan bagi K p
n ialah

Dp
n = pan +

p(p−1)
2

D2
n +

p!
(p−3)!3!

D3
n + ...+

p!
(p−n)!n!

Dn
n, (6.13)

yang Dp
n = Dp

n(a2,a3, ...).

Todorov (1991) telah memberikan

Dm
n = Dp

n(a2,a3, ...,an) =
∞

∑
n=1

m!
i!...in!

ai1
1 , ...,a

in
n

sementara a1 = 1 dan hasil tambah diambil alih semua integer bukan negatif i1, ..., in

memenuhi

i1 + i2 + ...+ in = m dan i1 +2i2 + ...+nin = n.
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Adalah jelas bahawa Dn
n(a1,a2,a3, ...) = an

1. Ini mengakibatkan, fungsi

H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) dalam bentuk (1.2) boleh ditulis

(1−λ )
Iµ
m,n f (z)

z
+λ (Iµ

m,n f (z))′+δ z(Iµ
m,n f (z))′′ = 1+

∞

∑
n=2

Fn−1(a2,a3, ...,an)zn−1

(6.14)

yang

F1 =(1+λ +2δ )Ωm
2 Θµ

2 a2,F2 =(1+2λ +6δ )Ωm
3 Θµ

3 a3 dan F3 =(1+3λ +12δ )Ωm
4 Θµ

4 a4.

Umumnya, diperoleh

Fn−1(a2,a3, ...,an−1) = (1+(n−1)λ +n(n−1)δ )Ωm
n Θµ

n an. (6.15)

Teorem berikutnya diperkenalkan melibatkan batas atas untuk pekali |an| bagi

fungsi analisis bi-univalen dalam kelas H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ).

Teorem 6.3.4. Bagi λ ≥ 1,δ ≥ 0,0 ≤ α < 1, dan m ∈ Z0 = Z∪{0},µ ≥ 0. Andaikan

fungsi f ∈ H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) diberikan oleh (1.2). Jika ak = 0(2 ≤ k ≤ n−1), maka

|an| ≤
2(1−α)

[1+(n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n ,Θ

µ
n

(n ≥ 4).

dengan Ωm
n dan Θµ

n seperti dalam persamaan (6.5) dan (6.6).

Bukti. Bagi fungsi H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) dalam bentuk (1.2), diperoleh kembangan

(6.14) dan bagi pemetaan songsang g = f−1. Dipertimbangkan (6.1), diperoleh

(1−λ )
Iµ
m,ng(w)

w
+λ (Iµ

m,ng(w))′+δw(Iµ
m,ng(w))′′

= 1+
∞

∑
n=2

[1+(n−1)α +n(n−1)λ ]Anwn−1Ωm
n Θµ

n , (6.16)

dengan An =
1
nK−n

n−1(a2,a3, ...,an).

Bagi pembuktian Teorem 6.3.4, dipertimbangkan f (z) = z + ∑∞
n=2 anzn and

Iµ
m,n f (z) = z + ∑∞

n=2 Ωm
n Θµ

n anzn. Sama juga bagi g = f−1, diambil
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g(w) = w+∑∞
n=2 anwn and Iµ

m,ng(w) = w+∑∞
n=2 Ωm

n Θµ
n anwn.

Oleh kerana f ∈ H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) dan g = f−1 ∈ H∑(α,λ ,δ ;Ωm

n ,Θ
µ
n ),

daripada takrifan, terdapat dua fungsi bahagian nyata positif

p(z) = 1+
∞

∑
n=1

cnzn ∈ A dan q(w) = 1+
∞

∑
n=1

dnwn ∈ A,

yang mana Ny{p(z)}> 0 dan Ny{q(w)}> 0 dalam U.

Pertama sekali, dengan menggunakan bahagian positif bagi p(z) dan q(w) ,

diperoleh

(1−λ )
Iµ
m,n f (z)

z
+λ (Iµ

m,n f (z))′+δ z(Iµ
m,n f (z))′′

= 1+(1−α)
∞

∑
n=1

K1
n (c1,c2,c3, ...,cn)zn (6.17)

= α +(1−α)p(z) (6.18)

dan

(1−λ )
Iµ
m,ng(w)

w
+λ (Iµ

m,ng(w))′+δw(Iµ
m,ng(w))′′

= 1+(1−α)
∞

∑
n=1

K1
n (d1,d2,d3, ...,dn)zn. (6.19)

= α +(1−α)q(w) (6.20)

Seterusnya, dengan membandingkan pekali-pekali antara (6.14) dengan (6.17)

dan (6.18) diperoleh

[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n = 1+(1−α)K1
n (c1,c2,c3, ...,cn−1) (6.21)

dan dengan cara yang sama, dengan membandingkan pekali-pekali antara (6.17) dengan

(6.20) dan (6.19) , diperoleh

−[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n = 1+(1−α)K1
n (d1,d2,d3, ...,dn−1) (6.22)
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yang An =−an for ak = 0(2 ≤ k ≤ n−1). Justeru,

[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n = (1−α)cn−1 (6.23)

dan

−[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n = (1−α)dn−1. (6.24)

Maka, dengan menggunakan ketaksamaan nilai mutlak, diperoleh

|an|=
∣∣∣∣ |cn−1|(1−α)

[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ |dn−1|(1−α)

[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n

∣∣∣∣ .
(6.25)

Akhir sekali, daripada Lema 3.5, |cn−1|= |dn−1|, diperoleh

|an| ≤
2(1−α)

[1− (n−1)λ +n(n−1)δ ]Ωm
n Θµ

n
,(n ≥ 4). (6.26)

Ini melengkapkan bukti bagi Teorem 6.3.4.

Disetkan nilai-nilai bagiα,λ ,σ ,Θ danΩ , diperoleh dapatan berikut seperti yang

telah diperoleh pengkaji awal Bagi λ ≥ 1,δ ≥ 0,0≤α < 1 danm∈N0 =N∪{0} ,µ ≥ 0.

Andaikan f ∈ H∑(α,λ ,δ ;Ωm
n ,Θ

µ
n ) sauatu fungsi yang diberikan oleh (1.2).

Untuk nilai ak = 0;(2 ≤ k < n−1), jika memilih Ωm
n = 1 dan Θµ

n = 1, diperoleh

keputusan kajian daripada Bulut (2016). Dengan memilih δ = 0,Ωm
n = 1 dan Θµ

n = 1 ,

diperoleh hasil kajian Jahangiri dan Hamidi (2013). Manakala, jika memilih δ = 0,λ =

1,Ωm
n = 1 danΘµ

n = 1, diperoleh hasil kajian daripada Srivastava, Mishra danGochhayat

(2010) dan dengan memilih λ = 1,Ωm
n = 1 dan Θµ

n = 1 serta Θµ
n = 1, diperoleh hasil

kajian daripada Srivastava, Eker dan Ali (2015).
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6.4 ANGGARAN PEKALI FUNGSI SUBKELAS ANALISIS DAN
BI-UNIVALEN MELIBATKAN FUNGSI FOX-WRIGHT TERITLAK
DAN KUROKI-OWA

Dalam bahagian ini, kajian akan mendapatkan anggaran pekali fungsi subkelas analisis

dan bi-Univalen melibatkan fungsi Fox-Wright teritlak dan Kuroki-Owa.

Seperti yang diberikan dalam Takrif 1.3.7, suatu fungsi f ∈ A dikatakan bak-

bintang jika memenuhi syarat Ny{ z f ′(z)
f (z) }>α dan dilambangi dengan S∗(α). Manakala

dilambangkanM(β )merupakan subkelas bagi fungsi f (z) yangmemenuhi ketaksamaan

Ny{ z f ′(z)
f (z) }< β ,(z ∈U) bagi β > 1. Tambahan pula, subkelas S∗(α,β )⊂ A yang mana

memenuhi ketaksamaan berikut

α < Ny{z f ′(z)
f (z)

}< β , (0 ≤ α < 1 < β ;z ∈ U). (6.27)

Fungsi kelas S∗(α) dan M(β ) telah dikaji oleh Uralegaddi, Ganigi dan Sarangi

(1991) dan Kuroki dan Owa (2012).

Sekarang, daripada takrif (7.2.3), diperkenalkan subkelas baharu seperti berikut

Takrif 6.4.1. Andaikan λ ,α dan β nombor nyata yang λ ≥ 0 dan 0 ≤ α < 1 < β .

Fungsi f ∈ A berada dalam kelas Kθ
Ω,Σ(λ ;α;β ) jika f memenuhi ketaksamaan berikut

α < Ny
{

z[Iµ
m,n(α,β ) f (z)]′

Iµ
m,n(α,β ) f (z)

+λ
z2[Iµ

m,n(α,β ) f (z)]′′

Iµ
m,n(α,β ) f (z)

}
< β . (6.28)

Jika dipilih Iµ
m,n(α,β ) f (z) = 1 dan λ = 0 dalam (6.28), maka (6.28) akan

diturunkan ke bentuk kelas S∗(α,β ).

Takrif 6.4.2. Andaikan λ ≥ 0 dan 0 ≤ α < β , ditulis Kθ
Ω,Σ(λ ;α;β ) kelas fungsi bi-

univalen mengandungi fungsi-fungsi dalam A sehingga

f ∈ Kθ
Ω,Σ(λ ;α;β ) f−1 ∈ Kθ

Ω,Σ(λ ;α;β ) (6.29)

yang f−1 adalah songsangan bagi f .
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Jika dipilih λ = 0 dalam (6.29), diperoleh Kθ
Ω,Σ(0;α;β ) dan lebih mudah ditulis

Sθ
Ω,Σ(α,β ).

Kajian dalam bahagian ini adalah dengan memperkenalkan subkelas baharu

iaitu Kθ
Ω,Σ(λ ;α;β ) dan mendapatkan batas pekali bagi untuk kelas fungsi

Kθ
Ω,Σ(λ ;α;β ). Kaedah yang digunakan adalah diinspirasi daripada Xu, Xiao dan

Srivastava (2012).

Sebelum memperoleh hasil utama berikut dinyatakan beberapa lema dan takrif

yang akan digunakan untuk pembuktian nanti.

6.4.1 Keputusan terdahulu anggaran pekali fungsi subkelas analisis dan
bi-Univalen melibatkan fungsi Fox-Wright teritlak dan Kuroki Owa

Kuroki dan Owa (2012) menakrifkan fungsi analisis p : U→ C sebagai

p(z) = 1+
(β −α)i

π
log

(
1− ze2π(1−α)i/(β−α)

1− z

)
;(0 ≤ α < 1 < β ;z ∈ U) (6.30)

dan telah membuktikan bahawa p memetakan U ke atas mandala cembung

Φ = {w : α < R(w)< β}.

Diperhatikan bahawa fungsi p, yang ditakrifkan dalam (6.30) boleh diwakilkan sebagai

p(z) = 1+
∞

∑
n=1

Bnzn,(z ∈ U), (6.31)

yang mana

Bn =
(β −α)

nπ

(
1− e2π(1−α)i/(β−α)

)
,(n ∈ N). (6.32)

Bagi membuktikan hasil utama, diperlukan lema berikut:
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Lema 6.4.3. (Keogh danMerkes 1969) Andaikan p(z) = 1+c1z+c2z2+ · · · merupakan

fungsi dengan bahagian nyata dalam U. Maka untuk sebarang nombor ν ,

|c2 −νc2
1| ≤ maks{1, |1−2ν |}.

Lema 6.4.4. Misalkan f ∈ A dan 0 ≤ α < 1 < β , maka f ∈ KΘ
Ω(λ ;α;β ) jika dan hanya

jika {
z[Iµ

m,k(α,β ) f (z)]′

Iµ
m,k(α,β ) f (z)

+λ
z2[Iµ

m,k(α,β ) f (z)]′′

Iµ
m,k(α,β ) f (z)

}
,(z ∈ U)≺ p(z), (z ∈ U),

dengan p(z) diberikan oleh (6.30).

Lema 6.4.5. (Rogosinki 1943) Andaikan p(z) = ∑∞
n=1Cnzn analisis dan univalen dalam

U dan diandaikan p(z) memetakan U ke atas mandala cembung. Jika q(z) = ∑∞
n=1 Anzn

analisis dalam U dan memenuhi subordinasi

q(z)≺ p(z),(z ∈ U) maka |An| ≤ |C1|,(n = 1,2, . . .). (6.33)

6.4.2 Keputusan utama anggaran pekali fungsi subkelas analisis dan
bi-Univalen melibatkan fungsi Fox-Wright teritlak dan Kuroki Owa

Dimulakan dengan menunnjukkan hasil bagi masalah pekali melibatkan fungsi bagi

kelas KΘ
Ω(λ ;α;β ).

Teorem 6.4.6. Andaikan f ∈ KΘ
Ω(λ ;α;β ), maka

|a2| ≤
|B1|

(2λ +1)Ωm
k ΘΩm

k
dan

|an| ≤
|B1|

(n−1)(nλ +1)Ωm
k ΘΩm

k
Πn−1

k=2

(
1+

|B1|
(k−1)(kλ +1)Ωm

k ΘΩm
k

)
,(n = 3,4,5, . . .),

yang |B1|,Ωm
k dan Θm

k diberikan oleh

|B1|=
2(β −α)

π
sin

π(1−α)

β −α
, (6.34)
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Ωm
k =

[(
Π j=1

q Γ(α j +A j(k−1))

Π j=1
s Γ(β j +B j(k−1))

)(
1

(k−1)!

)]
dan

Θm
k =

[
(k−1)k(k+µ −2)!

µ!(k−2)!

]
,m ∈ N0 = N ∪{0},k ≥ 2,µ ≥ 0.

Bukti. Ditakrifkan

q(z) =

{
z[Iµ

m,k(α,β ) f (z)]′

Iµ
m,k(α,β ) f (z)

+λ
z2[Iµ

m,k(α,β ) f (z)]′′

Iµ
m,k(α,β ) f (z)

}
,(z ∈ U) (6.35)

dan diandaikan fungsi p diberikan oleh (6.30). Maka subordinasi daripada Lema 6.4.4

dapat ditulis seperti berikut:

q(z)≺ p(z),(z ∈ U). (6.36)

Dapat diperhatikan fungsi p yang ditakrifkan oleh (6.30) adalah cembung dalam U dan

berbentuk

p(z) = 1+
∞

∑
n=1

Bnzn,(z ∈ U)

yang mana Bn diberikan oleh (6.32). Jika diambil

q(z) = 1+
∞

∑
n=1

Anzn,(z ∈ U).

Maka daripada Lema (6.4.5) diperhatikan subordinasi (6.36) mengimplikasikan

|An| ≤ |B1|,(n = 1,2,3, . . .), (6.37)

yang |B1| diberikan oleh (6.34). Sekarang, (6.35) mengimplikasikan bahawa

z[Iµ
m,k(α,β ) f (z)]′+λ z2[Iµ

m,k(α,β ) f (z)]′′ = Iµ
m,k(α,β ) f (z)q(z),(z ∈ U).

Maka, dengan membandingkan pekali-pekali bagi zn bagi kedua-dua bahagian,
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diperoleh

|an| =
1

(n−1)(1+nλ )Ωm
k Θm

k
× |An−1Ωm

k Θm
k +a2An−2Ωm

k Θm
k +a3An−3Ωm

k Θm
k + · · ·+an−1A1Ωm

k Θm
k |

≤ 1
(n−1)(1+nλ )Ωm

k Θm
k

× |(An−1 +[a2An−2 +a3An−3 + · · ·+an−1A1])Ωm
k Θm

k |

≤ 1
(n−1)(1+nλ )Ωm

k Θm
k

× (|An−1|+ |a2||An−2|+ |a3||An−3|+ · · ·+ |an−1||A1|)Ωm
k Θm

k

≤ |B1|
(n−1)(1+nλ )Ωm

k Θm
k

n−1

∑
k=1

|ak|Ωm
k Θm

k ,

yang B1 diberi oleh (6.34) dan |a1|= 1. Oleh itu, diperoleh

|a2|=
|B1|

(2λ +1)Ωm
k Θm

k
.

Bagi pembuktian bahagian teorem yang selebihnya. Perlu ditunjukkan bahawa

|B1|
(n−1)(1+nλ )Ωm

k Θm
k

n−1

∑
k=1

|ak|Ωm
k Θm

k

≤ |B1|
(n−1)(1+nλ )Ωm

k Θm
k

n−1

∏
k=2

(
1+

|B1|
(k−1)(1+ kλ )Ωm

k Θm
k

)
,n = 3,4,5, . . . . (6.38)

Dengan menggunakan kaedah aruhan bagi pembuktian (6.38), bagi kes n = 3

jelas diperoleh. Seterusnya, diandaikan ketaksamaan (6.38) benar untuk n = m + 1,

maka pengiraan memberikan

|am+1| =
|B1|

m[(m+1)λ +1]Ωm
k Θm

k

m

∑
k=1

|ak|Ωm
k Θm

k

=
|B1|

m[(m+1)λ +1]Ωm
k Θm

k

[
n−1

∑
k=1

|ak|+ |am|

]
Ωm

k Θm
k
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dapat ditulis

|am+1| ≤ |B1|
m[(m+1)λ +1]Ωm

k Θm
k

[
m−1

∏
k=2

(
1+

|B1|
(k−1)(1+ kλ )

)
Ωm

k Θm
k

]

+
|B1|

m[(m+1)λ +1]Ωm
k Θm

k
× |B1|

(m−1)(mλ +1)

m−1

∏
k=2

(
1+

|B1|
(k−1)(1+ kλ )

)
Ωm

k Θm
k .

=
|B1|

m[(m+1)λ +1]Ωm
k Θm

k

m−1

∏
k=2

(
1+

|B1|
(k−1)(1+ kλ )

)
Ωm

k Θm
k .

yang mengimplikasikan bahawa ketaksamaan (6.38) benar untuk n = m = 1. Oleh yang

demikian, bagi |an|,n= 3,4,5...mengikuti seperti yang dinyatakan dalam Teorem 6.4.6.

Ini melengkapkan pembuktian bagi Teorem 6.4.6.

Denganmengambil λ = 0 dalam Teorem 6.4.6 dan denganmenggunakan identiti

berkaitan, diperoleh

|B1|
n−1

n−1

∏
k=2

(
1+

|B1|
n−1

)
Ωm

k Θm
k = ∏

(
k−2+ |B1|

k−1

)
Ωm

k Θm
k ,(n = 3,4,5, ...)

diperoleh korolari berikut:

Korolari 6.4.7. Jika f ∈ S∗(α,β ), maka

|an| ≤ |B1|
(n−1)Ωm

k Θm
k

n−1

∏
k=2

(
k−2+ |B1|

k−1

)
Ωm

k Θm
k ,

≤
n−1

∏
k=2

(
k−2+ |B1|
(k−1)Ωm

k Θm
k

)
.

Dengan mengambil Iµ
m,k(α,β ) = 1 dalam Korolari 6.4.7 diperoleh keputusan

yang sama dengan yang diperoleh oleh Sun, Jiang dan Rasila (2015).

Korolari 6.4.8. Jika f ∈ S∗(α,β ), maka

|an| ≤ |B1|
(n−1)

n−1

∏
k=2

(
k−2+ |B1|

k−1

)
Ωm

k Θm
k ,

≤
n−1

∏
k=2

(
k−2+ |B1|
(k−1)Ωm

k Θm
k

)
,
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dan |B1| diberikan oleh (6.32). Jika 0 ≤ α < 1 < β , diperoleh

|B1|=
2(β −α)

π
sin

π(1−α)

β −α
≤ 2(β −α)

π
× π(1−α)

β −α
≤ 2(1−α)

≤ 2.

Oleh itu, daripada Korolari 6.4.7 diperoleh

|an| ≤
n

∏
k=2

(
k−2+ |B1|

k−1

)
≤

n

∏
k=2

(
k

k−1

)
= n,(n = 2,3,4, ...).

Ini menunjukkan sempadan bagi pekali dalam Korolari 6.4.7 ada hubungan dengan

terkaan yang dibuktikan oleh de Branges pada tahun 1985 iaitu terkaan Bieberbach.

Bab seterusnya akan membincangkan subkelas fungsi ganjil univalen

menggunakan pengoperasi Salagean dengan pekali negatif.
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BAB VII

SUBKELAS FUNGSI GANJIL UNIVALEN DITAKRIFKAN MENGGUNAKAN

PENGOPERASI SALAGEAN DENGAN PEKALI NEGATIF

Di dalam Bab ini, akan dibincangkan beberapa sifat fungsi yang berada dalam kelas

fungsi ganjil univalen. Kelas fungsi ini ditakrif dengan menggunakan pengoperasian

Salagean.

7.1 PENGENALAN FUNGSI GANJIL UNIVALEN

Katalah A dilambangkan sebagai kelas fungsi yang berbentuk (1.2) univalen dan

holomorfik dalam cakera unit z ∈ U = {z : |z| < 1}. Dilambangkan Ac kelas bagi

fungsi ganjil univalen dalam A ditulis dalam kembangan berikut:

h(z) = z+c3z3+c5z5+ · · ·+c2n+1z2n+1+ . . .= z+
∞

∑
n=1

c2n+1z2n+1 = z+
∞

∑
n=2

c2n−1z2n−1.

(7.1)

Didapati bahawa h(z) ∈ Ac jelmaan punca kuasa dua f (z) jika dan hanya jika wujud

fungsi f (z) ∈ S sehingga

h(z) =
√

f (z2) = z+ c3z3 + c5z5 + · · · .

Kajian berkenaan fungsi ganjil univalen telah dilakukan oleh ramai pengkaji ternama

terutama masalah berkaitan anggaran pekali. Antara keputusan nilai pekali yang

diperoleh oleh pengkaji terdahulu antaranya, Littlewood dan Paley (1932) telah

menunjukkan |Cn| ≤ Λ untuk semua n, dengan Λ adalah pemalar mutlak. Kaedah

mereka memberikan Λ < 14 (Duren 1983).
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Kajian pekali ini diteruskan oleh ramai pengkaji lain. Robertson (1936) telah

memberikan terkaan berikut:

1+
k−1

∑
n=1

|c2n+1|2 ≤ n, n = 2,3, . . . .

Robertson menggunakan kaedah Loewner dan membuktikan untuk n = 3. Friedland

(1970) menggunakan kaedah ketaksamaan Grunsky untuk pembuktian bagi n = 4.

Fekete dan Szego (1933) mengunakan kaedah Löwner dan memperoleh ketaksamaan

tepat.

|c5| ≤ 1/2+ e−2/3 = 1.013 . . . .

Leeman (1976) memberikan hasil bagi |C7| = 1090/1083. Hu (1986) turut mengkaji

pekali melibatkan fungsi ganjil univalen. Beberapa kajian terkini melibatkan fungsi

ganjil univalen ini dilakukan oleh Ye (2005), Agrawal dan Sahoo (2017), Seker dan

Sumer (2017) dan beberapa pengkaji lagi.

7.2 FUNGSI GANJIL UNIVALEN DITAKRIFKAN MENGGUNAKAN
OPERASI TERBITAN SALAGEAN

Dalam bahagian ini, diperkenalkan fungsi ganjil univalen yang ditakrifkan

menggunakan operasi terbitan Salagean.

Andaikan Ac kelas fungsi ganjil univalen dengan pekali positif yang berbentuk:

h(z) = z+ c3z3 + c5z5 + · · ·= z+
∞

∑
k=2

c2k−1z2k−1, (7.2)

dan analisis dalam U.

Misalkan pula Tc bagi A fungsi ganjil univalen dengan pekali negatif dan analisis

dalam U berbentuk:

h(z) = z−
∞

∑
k=2

|c2k−1|z2k−1. (7.3)

Sekarang, andaikan S∗(α),K(α),0 ≤ α ≤ 1, masing-masing kelas fungsi bak-bintang
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berperingkat α dan kelas fungsi cembung berperingkat α yang univalen, iaitu

S∗(α) =

{
h ∈ Ac : Ny

{
zh′(z)
h(z)

}
> α, z ∈ U

}
(7.4)

K(α) =

{
h ∈ Ac : Ny

{
1+

zh′′(z)
h′(z)

}
> α, z ∈ U

}
. (7.5)

Andaikan pula T ∗(α) dan C(α) sebagai subkelas T yang masing-masing adalah fungsi

univalen bak-bintang peringkat α dan univalen cembung peringkat α dengan pekali

negatif diberikan oleh

T ∗(α) =

{
h ∈ Tc : Ny

{
zh′(z)
h(z)

}
> α, z ∈ U

}
(7.6)

C(α) =

{
h ∈ Tc : Ny

{
1+

zh′′(z)
h′(z)

}
> α, z ∈ U

}
. (7.7)

Sekarang, andaikan fungsi h ∈ Ac. Dengan menggunakan pendekatan oleh

Salagean (1983), diterbitkan pengoperasi berikut:

D0h(z) = h(z) = z+ c3z3 + c5z5 + · · ·= z+
∞

∑
k=2

c2k−1z2k−1

D1h(z) = Dh(z) = zh′(z) = z+3c3z3 +5c5z5 + · · ·= z+
∞

∑
k=2

(2k−1)c2k−1z2k−1

· · ·

Dnh(z) = D(Dn−1h(z)) = z+
∞

∑
k=2

(2k−1)nc2k−1z2k−1, (n ∈ N0 = N∪{0}).

Oleh itu, H(n,z) ∈ Ac fungsi ganjil dan univalen yang ditakrifkan mengunakan

pengoperasi terbitan Salagean ditulis sebagai

H(n,z) = z+
∞

∑
k=2

(2k−1)nc2k−1z2k−1, (n ∈ N0). (7.8)
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Takrif 7.2.1. Andaikan h ∈ Ac, maka

Sn(α) =

{
h ∈ Ac : Ny

{
Dn+1h′(z)

Dnh(z)
−1
}
> α, z ∈ U

}
. (7.9)

untuk 0 ≤ α ≤ 1 dan n ∈ N0.

Didapati bahawa, S0(α) = S∗(α) dan S1(α) = K(α), dan masing-masing adalah

Dh′(z)
h(z)

=
zh′(z)
h(z)

dan
D2h′(z)
Dh(z)

=
z(zh′(z))′

zh′(z)
. (7.10)

Seterusnya, ditakrifkan Tn(α) seperti berikut:

Takrif 7.2.2. Andaikan h ∈ Tc, maka

Tn(α) =

{
h ∈ Tc : Ny

{
Dn+1h′(z)

Dnh(z)
−1
}
> α,

}
. (7.11)

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Diperhatikan bahawa, T0(α) = T∗(α) dan T1(α) =C(α). Oleh yang demikian Tn(α)⊂

Sn(α).

7.3 PEKALI KETAKSAMAAN BAGI KELAS FUNGSI GANJIL UNIVALEN
SALAGEAN

Dalam bahagian ini kajian akan mendapatkan pekali ketaksamaan bagi kelas fungsi

ganjil univalen Salagean melibatkan pekali positif dan pekali negatif.

Berikut merupakan hasil pekali ketaksamaan bagi kelas fungsi ganjil univalen

Salagean melibatkan pekali positif.

Teorem 7.3.1. Katalah fungsi h(z) diberi oleh (7.2), maka h ∈ Sn(α) jika dan hanya

jika
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)nα]|c2k−1| ≤ 1−α,

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.
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Bukti. Untuk pembuktian teorem di atas, adalahmemadai denganmenunjukkan bahawa∣∣∣∣Dn+1h(z)
Dnh(z)

−1
∣∣∣∣≤ 1−α.

iaitu ∣∣∣∣Dn+1h(z)
Dnh(z)

−1
∣∣∣∣= ∣∣∣∣Dn+1h(z)−Dnh(z)

Dnh(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣z+∑∞
k=2(2k−1)n+1c2k−1z2k−1 −

(
z+∑∞

k=2(2k−1)nc2k−1z2k−1)
z+∑∞

k=2(2k−1)nc2k−1z2k−1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∑∞
k=2(2k−1)n+1c2k−1z2k−1 −∑∞

k=2(2k−1)nc2k−1z2k−1

z+∑∞
k=2(2k−1)nc2k−1z2k−1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑∞
k=2
[
(2k−1)n+1 − (2k−1)n]c2k−1z2k−1

z+∑∞
k=2(2k−1)nc2k−1z2k−1

∣∣∣∣∣
≤ ∑∞

k=2[(2k−1)n+1 − (2k−1)n]|c2k−1||z2k−1|
|z|−∑∞

k=2(2k−1)n|c2k−1||z2k−1|
, |z|= 1

=
∑∞

k=2[(2k−1)n+1 − (2k−1)n]|c2k−1|
1−∑∞

k=2(2k−1)n|c2k−1|
.

Seterusnya,

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n)|c2k−1| ≤ 1−α

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)n +(2k−1)n −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ 1−α,

maka

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)n]|c2k−1| ≤ (1−α)−[
∞

∑
k=2

[(2k−1)n −α(2k−1)n] |c2k−1|

]
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)n]|c2k−1| ≤ (1−α)−

[
∞

∑
k=2

(1−α)[(2k−1)n]|c2k−1|

]
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)n]|c2k−1| ≤ (1−α)

[
1−

∞

∑
k=2

(2k−1)n|c2k−1|

]
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Justeru,

∑∞
k=2[(2k−1)n+1 − (2k−1)n)|c2k−1|

1−∑∞
k=2(2k−1)n|c2k−1|

≤ 1−α.

Dan diperoleh ∣∣∣∣Dn+1h(z)
Dnh(z)

−1
∣∣∣∣≤ 1−α.

Hasil yang diperoleh adalah sama dengan hasil daripada kajian Kardioglu (2003),

dengan mempertimbangkan hasil bagi pekali ganjil sahaja.

Bila mengambil nilai n = 0 ke dalam Teorem 7.3.1, diperoleh natijah berikut:

Korolari 7.3.2. Katalah fungsi h(z) diberi oleh (7.2), maka h ∈ S∗(α) jika dan hanya

jika ∑∞
k=2(2k−1−α)|c2k−1| ≤ 1−α .

Bila mengambil nilai n = 1 dalam Teorem 7.3.1, diperoleh natijah berikut:

Korolari 7.3.3. Katalah fungsi h(z) diberi oleh (7.2), maka h ∈ K(α) jika dan hanya

jika ∑∞
k=2[(2k−1)2 −α(2k−1)]|c2k−1| ≤ 1−α .

Seterusnya, akan dikaji pekali ketaksamaan bagi fungsi ganjil univalen

ditakrifkan menggunakan pengoperasian Salagean bagi pekali negatif.

Teorem 7.3.4. Katalah fungsi h(z) diberi oleh (4.2.2), maka h ∈ Tn(α) jika dan hanya

jika
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 − (2k−1)nα]|c2k−1| ≤ 1−α,

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Bukti. Adalah memadai dengan hanya menunjukkan bahagian ”jika” sahaja. Andaikan

bahawa

Ny
{

Dn+1h(z)
Dnh(z)

}
= Ny

{
z−∑∞

k=2(2k−1)n+1|c2k−1|z2k−1

z−∑∞
k=2(2k−1)n|c2k−1|z2k−1

}
> α.

Pilih nilai pada paksi nyata z, sehingga Dn+1h(z)
Dnh(z) adalah nyata.
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Andaikan z → 1− sepanjang paksi nyata, diperoleh

1−
∞

∑
k=2

(2k−1)n+1|c2k−1| ≥ α

[
1+

∞

∑
k=2

(2k−1)n|c2k−1|

]

−
∞

∑
k=2

(2k−1)n+1|c2k−1|+
∞

∑
k=2

α(2k−1)n|c2k−1| ≥ −1+α

−
∞

∑
k=2

[
(2k−1)n+1 −α(2k−1)n] |c2k−1| ≥ −(1−α)

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ 1−α.

Oleh itu, diperoleh

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ 1−α.

Keputusan yang diperoleh adalah sama dengan hasil Kardioglu (2003) jika

dipertimbangkan pekali-pekali ganjil sahaja. Apabila n = 0 dan n = 1, Teorem 7.3.4

memberikan Korolari 7.3.5 dan Korolari 7.3.6.

Korolari 7.3.5. Katalah fungsi h(z) diberikan oleh (7.2), maka h ∈ T ∗(α) jika dan

hanya jika ∑∞
k=2(2k−1−α)|c2k−1| ≤ 1−α .

Korolari 7.3.6. Katalah fungsi h(z) diberikan oleh (7.2), maka h∈C(α) jika dan hanya

jika ∑∞
k=2[(2k−1)2 −α(2k−1)]|c2k−1| ≤ 1−α .

7.4 TEOREM PERTUMBUHAN DAN EROTAN BAGI KELAS FUNGSI
GANJIL SALAGEAN UNIVALEN DENGAN PEKALI NEGATIF

Bahagian ini akan membincangkan teorem pertumbuhan dan erotan bagi fungsi ganjil

univalen Salagean.

Berikut merupakan hasil yang diperoleh bersama pembuktiannya:
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Teorem 7.4.1. Jika fungsi h(z) diberikan oleh (7.3) adalah unsur kelas Tn(α) untuk

0 < |z|= r < 1, maka

r− 1−α
(3n+1 −3nα)

r3 ≤ |h(z)| ≤ r+
(1−α)

(3n+1 −3nα)
r3

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Kesamaan diperoleh apabila h diberi oleh

h(z) = r− (1−α)

(3n+1 −3nα)
r3, (|z|= r).

Bukti. Daripada Teorem 7.3.4,

[3n+1 −α3n]
∞

∑
k=2

|c2k−1| ≤
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ 1−α.

Seterusnya, memberikan

|c2k−1| ≤
1−α

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]
.

Bagi k = 2, diperoleh

|c3| ≤
1−α

[3n+1 −α3n]
.

Oleh itu

|h(z)| =

∣∣∣∣∣z+ ∞

∑
k=2

c2k−1

∣∣∣∣∣ , (|z|= r),

≤ r+
∞

∑
k=2

|c2k−1|r2k−1

≤ r+ |c3|r3,k = 2

≤ r+
1−α

[3n+1 −α3n]
r3,
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dan

|h(z)| = z−
∞

∑
k=2

|c2k−1|, (|z|= r),

≥ r−
∞

∑
k=2

|c2k−1|r2k−1

≥ r−|c3|r3,k = 2

≥ r− 1−α
[3n+1 −α3n]

r3.

Jadi, didapati bahawa

r− 1−α
(3n+1 −3nα)

r3 ≤ |h(z)| ≤ r+
1−α

(3n+1 −3nα)
r3.

Jika n = 0 dan n = 1 dalam Teorem 7.4.1, maka diperoleh korolari berikut:

Korolari 7.4.2. Jika fungsi h(z) ditakrifkan seperti (7.2), untuk 0 < |z| = r < 1, maka

h ∈ T ∗(α) jika dan hanya jika

r− 1−α
(3−α)

r3 ≤ |h(z)| ≤ r+
1−α
(3−α)

r3, (0 ≤ α ≤ 1).

Korolari 7.4.3. Jika fungsi h(z) ditakrifkan seperti (7.2), untuk 0 < |z| = r < 1, maka

h ∈ K(α) jika dan hanya jika

r− 1−α
[32 −3α]

r3 ≤ |h(z)| ≤ r+
1−α

[32 −3α]
r3, (0 ≤ α ≤ 1).

Teorem 7.4.4. Cakera |z|< 1 adalah dipetakan pada domain yang mengandungi cakera

|w|< 1− 1−α
[3n+1 −3nα]

oleh fungsi h ∈ Tn(α) diberikan oleh Takrif 7.2.2 dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Bukti. Untuk pembuktian Teorem ini, adalah cukup dengan mengandaikan r → 1 dan

h(z) = w.

Bila n = 0 dan n = 1, Teorem 7.4.4 mengimplikasikan korolari berikut:
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Korolari 7.4.5. Cakera |z|< 1 adalah dipetakan pada suatu domain yang mengandungi

cakera |w| ≤ 1−α
3−α oleh fungsi h ∈ T ∗(α) dan cakera |w| ≤ 1− 1−α

3(3−α) oleh fungsi h ∈

C(α).

Teorem 7.4.6. Jika fungsi h(z) diberi oleh (7.3) adalah unsur kelas T (α) untuk 0 <

|z|= r < 1, maka bagi |z|= r,

1− 1−α
[3n −3n−1α]

r2 ≤ |h′(z)| ≤ 1+
1−α

[3n −3n−1α]
r2,

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Bukti. Diketahui bahawa

|h′(z)| ≤ 1+
∞

∑
k=2

(2k−1)|c2k−1||z|2k−2 ≤ 1+3r2
∞

∑
k=2

(2k−1)|c2k−1|.

Daripada pembuktian Teorem 7.3.1, telah ditunjukkan bahawa

∞

∑
k=2

|c2k−1| ≤
1−α

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]
.

Oleh itu,

|h′(z)| ≤ 1+
1−α

[3n −α3n−1]
r2.

dan dengan menggunakan hujah yang sama, diperoleh

|h′(z)| ≥ 1− 1−α
[3n −α3n−1]

r2.

Oleh yang demikian, diperoleh

1− 1−α
[3n −α3n−1]

r2 ≤ |h′(z)| ≤ 1+
1−α

[3n −α3n−1]
r2.

Keputusan yang diperoleh adalah sama dengan Kardioglu (2003) dengan

mempertimbangkan keputusan pekali-pekali ganjil. Apabila n = 0 dan n = 1, Teorem

7.4.6 memberikan Korolari berikut:
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Korolari 7.4.7. Jika fungsi h(z) diberi oleh (7.2), untuk 0 < |z|= r < 1, maka h ∈ T∗(α)

jika dan hanya jika

1− 3(1−α)

3−α
r2 ≤ |h′(z)| ≤ 1+

3(1−α)

3−α
r2.

Korolari 7.4.8. Jika fungsi h(z) diberi oleh (7.2), untuk 0 < |z|= r < 1, maka h ∈ K(α)

jika dan hanya jika

1− 1−α
3−α

r2 ≤ |h′(z)| ≤ 1+
1−α
3−α

r2.

7.5 KOMBINASI LINEAR CEMBUNG BAGI KELAS FUNGSI GANJIL
SALAGEAN UNIVALEN DENGAN PEKALI NEGATIF

Di sini diberikan pula hasil kombinasi linear cembung bagi kelas fungsi ganjil Salagean

univalen dengan pekali negatif.

Teorem 7.5.1. Jika h(z) diberi oleh (7.3) unsur dalam kelas Tn(α). Maka kelas Tn(α)

adalah tertutup dengan kombinasi linear cembung.

Bukti. Katalah fungsi h dan g masing-masing ditakrifkan seperti berikut

h(z) = z−
∞

∑
k=2

c2k−1z2k−1, (c2k−1 ≥ 0) dan

g(z) = z−
∞

∑
k=2

b2k−1z2k−1, (b2k−1 ≥ 0).

Andaikan bahawa h dan g berada dalam kelas Tn(p,α), adalah memadai dengan

membuktikan G(z) yang ditakrifkan sebagai

G(z) = (1−λ )h(z)+λg(z) = z−
∞

∑
k=2

d2k−1z2k−1, (d2k−1 ≥ 0, 0 ≤ λ ≤ 1),

juga berada dalam kelas Tn(α). Daripada

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]c2k−1 ≤ 1−α dan
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∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]b2k−1 ≤ 1−α

maka daripada Teorem 7.3.1, dapat dilihat bahawa

∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]d2k−1

=
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n][(1−λ )c2k−1 +λb2k−1]

= (1−λ )
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]c2k−1

+λ
∞

∑
k=2

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]b2k−1

≤ (1−λ )(1−α)+λ (1−α) = 1−α.

Oleh itu h ∈ Tn(α).

7.6 HASIL TAMBAH SEPARA FUNGSI ANALITIK GANJIL
DITAKRIFKAN MENGGUNAKAN OPERATOR PEMBEZA SALAGEAN

Dalam bahagian ini, akan dibincangkan berkenaan hasil tambah separa fungsi analisis

ganjil dan univalen ditakrifkan menggunakan pengoperasi Pembeza Salagean.

Syarat cukup bagi fungsi ganjil univalen menggunakan pengoperasian pembeza

Salagean bagi (7.2) dalam Sn(α) dalam Teorem 7.3.1 diberikan seperti berikut

∞

∑
k=2

[(2k−1)m(2k−1−α)]|c2k−1| ≤ 1−α. (7.12)

Kaedah bagi kajian ini dimotivasikan daripada kajian oleh Silverman (1997),

Frasin (2005) dan Frasin (2008).

Nisbah fungsi ganjil Salagean univalen (7.8) terhadap beberapa bentuk siri
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pecahan separa diberikan seperti berikut:

H(m,z) = z+
n

∑
k=2

(2k−1)mc2k−1z2k−1, (7.13)

apabila pekali bagi H(m,z) cukup kecil untuk memenuhi keadaan (7.12).

Seterusnya, akan ditentukan batas bawah tepat bagi Ny{H(m,z)/Hn(m,z)},

Ny{Hn(m,z)/H(m,z)}, Ny{H′(m,z)/H′
n(m,z)} dan Ny{H′

n(m,z)/H′(m,z)}.

Teorem 7.6.1. Jika H dalam bentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{

H(m,z)
Hn(m,z)

}
≥ (2n+1)m(2n+1−α)−1+α

(2n+1)m(2n+1−α)
, (z ∈ U), (7.14)

dengan 0 ≤ α ≤ 1, n ∈ N0 dan z ∈ U.

Kesamaan (7.14) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(m,z) = z+
1−α

(2n+1)m(2n+1−α)
z2n+1.

Bukti.

Boleh ditulis

1+w(z)
1−w(z)

=
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

[
H(m,z)
Hn(m,z)

− (2n+1)m(2n+1−α)−1+α
1−α

]

=

1+
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2 + (2n+1)m(2n+1−α)

1−α
∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

1+
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2

=
1+A(z)
1+B(z)

,

dengan

A(z) =
n

∑
k=2

(2k−1)mc2k−1z2k−2 +
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

∞

∑
k=n+1

(2k−1)mc2k−1z2k−2
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dan

B(z) =
n

∑
k=2

(2k−1)mc2k−1z2k−2.

Seterusnya, ditakrifkan fungsi w(z) dengan mengambil

1+A(z)
1+B(z)

=
1+w(z)
1−w(z)

,

diperoleh

w(z) =
A(z)−B(z)

2+A(z)+B(z)
.

Maka diperoleh,

w(z)

=

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2 +

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

dan

|w(z)| ≤

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
∑∞

k=n+1(2k−1)m|c2k−1|

2−2∑n
k=2(2k−1)m|c2k−1|+

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
∑∞

k=n+1(2k−1)m|c2k−1|
.

Sekarang |w(z)| ≤ 1 jika dan hanya jika

2
[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞

∑
k=n+1

(2k−1)m|c2k−1| ≤ 2−2
n

∑
k=2

(2k−1)m|c2k−1|

yang setara dengan

n

∑
k=2

(2k−1)m|c2k−1|+
∞

∑
k=n+1

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
(2k−1)m|c2k−1| ≤ 1. (7.15)

Adalah cukup dengan hanya membuktikan bahagian sebelah kiri bagi (7.15) terbatas

sebelah atas oleh
∞

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)

1−α

]
|c2k−1|, (7.16)
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atau, setara dengan

n

∑
k=2

(2k−1)m|c2k−1|+
∞

∑
k=n+1

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
(2k−1)m|c2k−1|

≤
∞

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)

1−α

]
(2k−1)m|c2k−1|

⇒
n

∑
k=2

|c2k−1|+
∞

∑
k=n+1

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
|c2k−1|

≤
∞

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)

1−α

]
|c2k−1|

yang setara dengan

∞

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)−1+α

1−α

]
|c2k−1|

+
∞

∑
k=n+1

[
[(2k−1)m(2k−1−α)]− [(2n+1)m(2n+1−α)]

1−α

]
|c2k−1| ≥ 0.

Untuk melihat fungsi yang diberi oleh

H(m,z) = z+
1−α

(2n+1)m(2n+1−α)−1+α
z2n+1.

memberikan keputusan yang tepat, diperhatikan untuk z = re
iπ
n

H(m,z)
Hn(m,z)

= 1+
1−α

(2n+1)m(2n+1−α)
z2n+1 → 1− 1−α

(2n+1)m(2n+1−α)

=
(2n+1)m(2n+1−α)−1+α

(2n+1)m(2n+1−α)
apabila r → 1−.

Pembuktian telah lengkap.

Denganmengambil nilaim= 0 danm= 1 dalamTeorem 7.6.1masing-masing, diperoleh

korolari berikut:
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Korolari 7.6.2. Andaikan H dalam bentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{

H(0,z)
Hn(0,z)

}
≥ 2n

2n+1−α
, (z ∈ U). (7.17)

Kesamaan (7.17) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(0,z) = z+
1−α

2n+1−α
z2n+1.

Korolari 7.6.3. Andaikan H berbentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{

H(1,z)
Hn(1,z)

}
≥ 2n(2n+2−α)

(2n+1)(2n+1−α)
, (z ∈ U). (7.18)

Kesamaan (7.18) akan diperoleh apabila fungsi diberi oleh

H(1,z) = z+
1−α

(2n+1)(2n+1−α)
z2n+1.

Teorem 7.6.4. Andaikan H dalam bentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{
Hn(m,z)
H(m,z)

}
≥ (2n+1)m(2n+1−α)

(2n+1)m(2n+1−α)+1−α
, (z ∈ U). (7.19)

Kesamaan (7.19) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(m,z) = z+
1−α

(2n+1)m(2n+1−α)
z2n+1.

Bukti.

Ditulis

1+w(z)
1−w(z)

=

(2n+1)m(2n+1−α)+1−α
1−α

[
Hn(m,z)
H(m,z)

− (2n+1)m(2n+1−α)

(2n+1)m(2n+1−α)+1−α

]

=

1+
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2 −

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

1+
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2

.
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Dengan mengikuti langkah-langkah yang sama seperti pembuktian Teorem 7.6.1,

diperoleh

w(z) =[
(2n+1)m(2n+1−α)+1−α

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)mc2k−1z2k−2 −

[
1−α−(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)mc2k−1z2k−2

dan

|w(z)| ≤

[
(2n+1)m(2n+1−α)+1−α

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m|c2k−1|

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)m|c2k−1|−

[
1−α−(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m|c2k−1|

.

Sekarang |w(z)| ≤ 1 jika dan hanya jika

n

∑
k=2

(2k−1)m|c2k−1|+
∞

∑
k=n+1

[
(2n+1)m(2n+1−α)

1−α

]
(2k−1)m|c2k−1| ≤ 1 (7.20)

Oleh kerana bahagian sebelah kiri (7.20) terbatas atas oleh (7.16), pembuktian telah

lengkap.

Dengan mengambil m = 0 dan m = 1 masing-masing ke dalam Teorem 8.2.1, diperoleh

korolari berikut:

Korolari 7.6.5. Andaikan H dalam bentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{
Hn(0,z)
H(0,z)

}
≥ (2n+1−α)

2(n+1−α)
, (z ∈ U). (7.21)

Kesamaan (7.21) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(0,z) = z+
1−α

2n+1−α
z2n+1.

Korolari 7.6.6. Andaikan H berbentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{
Hn(1,z)
H(1,z)

}
≥ (2n+1)(2n+1−α)

(2n+1)(2n+1−α)+1−α
, (z ∈ U). (7.22)
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Kesamaan (7.22) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(1,z) = z+
1−α

(2n+1)(2n+1−α)
z2n+1.

Teorem 7.6.7. Andaikan H berbentuk (7.8) memenuhi syarat (7.12), maka

Ny
{
H′(m,z)
H′

n(m,z)

}
≥ (2n+1)m(2n+1−α)

(2n+1)m(2n+1−α)+1−α
, (z ∈ U). (7.23)

dan

Ny
{
H′

n(m,z)
H′(m,z)

}
≥ (2n+1)m(2n+1−α)

(2n+1)m(2n+1−α)+1−α
, (z ∈ U). (7.24)

Kesamaan (7.6.4) dan (7.24) akan diperoleh apabila fungsi diberi

H(m,z) = z+
1−α

(2n+1)m(2n+1−α)
z2n+1.

Bukti.

Ditulis

1+w(z)
1−w(z)

=
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)[
H′(m,z)
H′

n(m,z)
− [(2n+1)m(2n+1−α)− (n+1)(1−α)]

(2n+1)m(2n+1−α)

]

yang

w(z) =[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2 +

[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2

dan

|w(z)| ≤

[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1|c2k−1|

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)m+1|c2k−1|+

[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1|c2k−1|

.
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Sekarang |w(z)| ≤ 1 jika

n

∑
k=2

(2k−1)m+1|c2k−1|+
[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞

∑
k=n+1

(2k−1)m+1|c2k−1| ≤ 1.

(7.25)

Oleh kerana bahagian sebelah kiri bagi (7.25) terbatas atas oleh (7.16), adalah cukup

untuk ditunjukkan bahawa

n

∑
k=2

(2k−1)m+1|c2k−1|+
[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞

∑
k=n+1

(2k−1)m+1|c2k−1|

≤
n

∑
k=2

+

[
(2k−1)m(2k−1−α)

1−α

]
(2k−1)m|c2k−1|

adalah setara

n

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)− (1−α)(2k−1)

1−α

]
|c2k−1|

+

[
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞

∑
k=n+1

(2k−1)m+1|c2k−1| ≥ 0

pembuktian (7.6.7) telah lengkap.

Untuk membuktikan keputusan (7.24). Ditulis

1+w(z)
1−w(z)

=
(n+1)(1−α)+(2n+1)m(2n+1−α)

1−α[
H′(m,z)
H′

n(m,z)
− (2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)+(2n+1)m(2n+1−α)

]

yang

w(z) =[
1+ (2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2

2+2
n
∑

k=2
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2 +

[
1+ (2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞
∑

k=n+1
(2k−1)m+1c2k−1z2k−2
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dan

|w(z)| ≤[
1+ (2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

]
∑∞

k=n+1(2k−1)m+1|c2k−1|

2+2∑n
k=2(2k−1)m+1|c2k−1|+

[
1+ (2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

]
∑∞

k=n+1(2k−1)m+1|c2k−1|
.

Sekarang |w(z)| ≤ 1 jika

n

∑
k=2

(2k−1)m+1|c2k−1|+
[

1+
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

] ∞

∑
k=n+1

(2k−1)m+1|c2k−1| ≤ 1

(7.26)

Oleh kerana bahagian sebelah kiri bagi (7.27) terbatas atas oleh (7.16), yang setara

dengan

n

∑
k=2

[
(2k−1)m(2k−1−α)

(1−α)
− (2k−1)

]
(2k−1)m+1|c2k−1|

+
∞

∑
k=n+1

{
(2k−1)m(2k−1−α)

(1−α)
−
[

1+
(2n+1)m(2n+1−α)

(n+1)(1−α)

]
(2k−1)m

}
(2k−1)m+1|c2k−1| ≥ 0

pembuktian keputusan (7.24) telah lengkap.

Jika dipilih m = 0 dan m = 1 masing-masing dalam keputusan (7.23), akan diperoleh

korolari-korolari berikut:

Korolari 7.6.8. Andaikan H berbentuk (7.8) memenuhi syarat dalam (7.12), maka

Ny
{
H′(0,z)
H′

n(0,z)

}
≥ (2n+1−α)− (n+1)(1−α)

(2n+1−α)
=

n(1+α)

2n+1−α
, (z ∈ U). (7.27)

dan

Ny
{
H′

n(0,z)
H′(0,z)

}
≥ 2n+1−α

(2n+1−α)+(n+1)(1−α)
=

2n+1−α
n(3−α)+2(1−α)

,(z ∈ U).

(7.28)

Kesamaan (7.27) dan (7.28) akan diperoleh apabila fungsi diberi oleh

H(0,z) = z+
1−α

(2n+1−α)
z2n+1.
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Korolari 7.6.9. Andaikan H berbentuk (7.8) memenuhi syarat dalam (7.12), maka

Ny
{
H′(1,z)
H′

n(1,z)

}
≥ (2n+1)(2n+1−α)

(2n+1)(2n+1−α)+1−α
, (z ∈ U). (7.29)

dan

Ny
{
H′

n(1,z)
H′(1,z)

}
≥ (2n+1)(2n+1−α)+1−α

(2n+1)(2n+1−α)
, (z ∈ U). (7.30)

Kesamaan (7.29) dan (7.30) akan diperoleh apabila fungsi diberi oleh

H(1,z) = z+
1−α

(2n+1)(2n+1−α)
z2n+1.
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BAB VIII

SUBKELAS FUNGSI GANJIL P-VALEN DITAKRIFKAN MENGGUNAKAN

PENGOPERASI SALAGEAN

Di dalam Bab ini, membincangkan beberapa sifat fungsi yang berada dalam kelas fungsi

ganjil p-valen yang ditakrifkan menggunakan pengoperasi Salagean.

8.1 PENGENALAN

Katalah A(p) dilambangkan sebagai kelas fungsi f (z) yang diberikan oleh

fp(z) = zp +
∞

∑
k=p+1

akzk,(p ∈ N= {1,2,3, ...}) (8.1)

yang analisis dalam cakera unit z ∈ U= {z : |z|< 1}, dan ternormal dengan memenuhi

syarat f (0) = 0 dan f ′(0) = 1. Andaikan T(p) subkelas bagi A(p) yang mengandungi

fungsi yang analisis dan p-valen dalam U dengan fungsi pekali negatif berbentuk:

fp(z) = zp −
∞

∑
k=p+1

|ak|zk. (8.2)

Dapat diperhatikan bahawa f ∈ A(1) merupakan fungsi analisis dan univalen dalam U.

Penjelmaan punca kuasa dua memberikan fungsi ganjil dan univalen

h(z) =
√

f (z) = z+ c3z3 + c5z5 + · · ·= z+
∞

∑
k=2

|ck|zk. (8.3)

Seterusnya, andaikan Ac(p) dalam kelas fungsi ganjil p-valen diberikan oleh

hp(z) = zp +
∞

∑
k=p+1

c2k−1z2k−1,(p ∈ N= {1,2,3, ...}) (8.4)
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dan analisis dalam U. Misalkan pula Tc(p) bagi Ac(p) adalah fungsi ganjil p-valen

dengan pekali negatif dan analisis dalam U ditulis sebagai

hp(z) = zp −
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|z2k−1. (8.5)

Andaikan S∗(p,α) dan K(p,α), 0 ≤ α ≤ p sebagai subkelas p-valen bak-bintang

peringkat α dan p-valen cembung peringkat α , dengan

S∗(p,α) =

{
hp ∈ Ac(p) : Ny

{
zh′p(z)
hp(z)

}
> α, z ∈ U

}
(8.6)

dan

K(p,α) =

{
hp ∈ Ac(p) : Ny

{
1+

zh′′p(z)
h′p(z)

}
> α, z ∈ U

}
. (8.7)

Andaikan pula T ∗(α, p) dan C(α, p) sebagai subkelas Tc(p) yang masing-masing

adalah fungsi ganjil p-valen bak-bintang peringkat α dan univalen cembung peringkat

α dengan pekali negatif diberikan oleh

T ∗(α) =

{
hp ∈ Tc(p) : Ny

{
zh′p(z)
hp(z)

}
> α, z ∈ U

}
(8.8)

dan

C(α) =

{
hp ∈ Tc(p) : Ny

{
1+

zh′′p(z)
h′p(z)

}
> α, z ∈ U

}
. (8.9)

Bagi fungsi f ∈ T(1) yang bak-bintang peringkat α dan cembung peringkat

α,(0 ≤ α ≤ 1) telah dikaji oleh Silverman (1975). Siregar dan Darus (2004) pula

memperoleh hasil kajian bagi f ∈ T(p) yang ditakrifkan menggunakan pengoperasian

Salagean.

Menggunakan pendekatan yang sama dalam memperoleh (7.8), fungsi ganjil p-

valen yang ditakrifkan mengunakan pengoperasi terbitan Salagean dapat ditulis sebagai

Hp(n,z) = zp +
∞

∑
k=p+1

(2k−1)nc2k−1z2k−1. (8.10)
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Takrif 8.1.1. Andaikan fungsi hp ∈ Ac(p), maka

Sn(p,α) =

{
hp ∈ Ac(p) : Ny

{
Dn+1h′p(z)
Dnhp(z)

− p

}
> α,(0 ≤ α ≤ p) dan n ∈ N

}
.

(8.11)

Diketahui bahawa, S0(p,α) = S∗(p,α) dan S1(p,α) = K(p,α), dan masing-masing

adalah
Dh′p(z)
hp(z)

=
zh′p(z)
hp(z)

dan
D2h′p(z)
Dhp(z)

=
z(zh′p(z))

′

zh′p(z)
. (8.12)

Seterusnya, ditakrifkan Tn(p,α) adalah seperti berikut

Takrif 8.1.2. Andaikan hp ∈ Tc(p), maka

Tn(p,α) =

{
hp ∈ Tc(p) : Ny

{
Dn+1h′p(z)
Dnhp(z)

− p

}
> α,(0 ≤ α ≤ p) dan n ∈ N

}
.

(8.13)

Didapati bahawa, T0(p,α) = T ∗(p,α) dan T1(p,α) = C(p,α). Oleh yang demikian

Tn(p,α)⊂ Sn(p,α).

Kaedah kajian dimotivasikan oleh kaedah kajian yang dilakukan oleh Siregar

dan Darus (2004).

8.2 PEKALI KETAKSAMAAN BAGI KELAS FUNGSI GANJIL P-VALEN
SALAGEAN

Dalam bahagian ini kajian akan mendapatkan pekali ketaksamaan bagi kelas fungsi

ganjil p-valen Salagean melibatkan pekali positif dan pekali negatif.

Berikut merupakan hasil pekali ketaksamaan bagi kelas fungsi ganjil p-valen

Salagean melibatkan pekali positif.
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Teorem 8.2.1. Katalah fungsi hp(z) diberi oleh (8.10), maka hp ∈ Sn(p,α) jika dan

hanya jika
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − (2k−1)nα]|c2k−1| ≤ pn(p−α).

Bukti. Untuk pembuktian teorem di atas, adalahmemadai denganmenunjukkan bahawa∣∣∣∣Dn+1hp(z)
Dnhp(z)

− p
∣∣∣∣≤ p−α.

iaitu ∣∣∣∣Dn+1hp(z)
Dnhp(z)

− p
∣∣∣∣= ∣∣∣∣Dn+1hp(z)− pDnhp(z)

Dnhp(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pn+1zp +

∞
∑

k=p+1
(2k−1)n+1c2k−1z2k−1 − p

(
pnzp +

∞
∑

k=p+1
(2k−1)nc2k−1z2k−1

)
pnzn +

∞
∑

k=p+1
(2k−1)nc2k−1z2k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
∑

k=p+1
(2k−1)n+1c2k−1z2k−1 −

∞
∑

k=p+1
(2k−1)nc2k−1z2k−1

pnzn +
∞
∑

k=p+1
(2k−1)nc2k−1z2k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∞
∑

k=p+1
[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n)|c2k−1||z2k−1|

pn|z|p −
∞
∑

k=p+1
(2k−1)n|c2k−1||z2k−1|

, |z|= 1

≤

∞
∑

k=p+1
[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n)|c2k−1|

pn −
∞
∑

k=p+1
(2k−1)n|c2k−1|

.

Seterusnya,

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n)|c2k−1| ≤ pn(p−α)

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n + p(2k−1)n −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ pn(p−α)
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∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n]|c2k−1| ≤ pn(p−α)

−
∞

∑
k=p+1

[p(2k−1)n +α(2k−1)n] |c2k−1|

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n]|c2k−1| ≤ pn(p−α)

−
∞

∑
k=p+1

(2k−1)n(p−α)|c2k−1|

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n]|c2k−1| ≤ (p−α)

[
pn −

∞

∑
k=p+1

(2k−1)n|c2k−1|

]

memberikan

∞
∑

k=p+1
[(2k−1)n+1 − p(2k−1)n)|c2k−1|

pn −
∞
∑

k=p+1
(2k−1)n|c2k−1|

≤ pn(p−α).

Oleh itu diperoleh ∣∣∣∣Dn+1hp(z)
Dnhp(z)

− p
∣∣∣∣≤ pn(p−α).

Hasil yang diperoleh adalah sama dengan keputusan Siregar dan Darus (2004) dengan

mempertimbangkan pekali-pekali ganjil.

Bila mengambil nilai n = 0 dan n = 1 dalam Teorem 8.2.1. Diperoleh korolari berikut:

Korolari 8.2.2. Katalah fungsi hp(z) diberi oleh (8.4), maka hp ∈ S∗(p,α) jika dan

hanya jika
∞
∑

k=2
(2k−1−α)|c2k−1| ≤ p−α .

Korolari 8.2.3. Katalah fungsi hp(z) diberi oleh (8.4), maka hp ∈ K(p,α) jika dan

hanya jika
∞
∑

k=2
[(2k−1)2 −α(2k−1)]|c2k−1| ≤ p(p−α).

Dengan memilih nilai p = 1, Korolari 8.2.2 dan 8.2.3 memberikan hasil bagi kasus

univalen.

Seterusnya, diberikan hasil pekali ketaksamaan bagi kelas fungsi ganjil p-valen

Salagean melibatkan pekali negatif.
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Teorem 8.2.4. Katalah fungsi hp(z) diberi oleh (8.10), maka hp ∈ Tn(p,α) jika dan

hanya jika
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 − (2k−1)nα]|c2k−1| ≤ pn(p−α).

Bukti. Dalam pembuktian Teorem 8.2.1, adalah memadai dengan hanya menunjukkan

bahagian ”jika” sahaja. Andaikan bahawa

Ny
{

Dn+1hp(z)
Dnhp(z)

}
= Ny


pn+1zp −

∞
∑

k=p+1
(2k−1)n+1|c2k−1|z2k−1

pnzp −
∞
∑

k=p+1
(2k−1)n|c2k−1|z2k−1

> α.

Pilih nilai pada paksi nyata z, sehingga Dn+1hp(z)
Dnhp(z)

adalah nyata.

Andaikan z → 1− sepanjang paksi nyata, diperoleh

pn+1 −
∞

∑
k=p+1

(2k−1)n+1|c2k−1| ≥ α

[
pn −

∞

∑
k=p+1

(2k−1)n|c2k−1|

]

−
∞

∑
k=p+1

(2k−1)n+1|c2k−1|+
∞

∑
k=p+1

α(2k−1)n|c2k−1| ≥ −pn(p−α)

−
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]|c2k−1| ≥ −pn(p−α).

Oleh itu, diperoleh

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ pn(p−α).

Didapati hasil yang diperoleh adalah sepadan dengan hasil Siregar dan Darus (2004)

dengan mempertimbangkan hasil bagi pekali-pekali ganjil. Apabila n = 0 dan n = 1,

Teorem 8.2.4 memberikan Korolari 8.2.5 dan Korolari 8.2.6 seperti berikut:

Korolari 8.2.5. Katalah fungsi hp(z) diberikan oleh (8.10), maka hp ∈ T ∗(p,α) jika

dan hanya jika ∑∞
k=2(2k−1−α)|c2k−1| ≤ p−α .

Korolari 8.2.6. Katalah fungsi hp(z) diberikan oleh (8.10), maka hp ∈C(p,α) jika dan

hanya jika ∑∞
k=2[(2k−1)2 −α(2k−1)]|c2k−1| ≤ p(p−α).
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Apabila p = 1, Korolari 8.2.5 dan 8.2.6 memberikan hasil kasus univalen.

8.3 TEOREM PERTUMBUHAN DAN HEROTAN BAGI KELAS FUNGSI
GANJIL SALAGEAN P-VALEN DENGAN PEKALI NEGATIF

Berikut diberikan hasil bagi teorem pertumbuhan dan herotan bagi kelas fungsi ganjil

Salagean p-valen dengan pekali negatif.

Teorem 8.3.1. Jika fungsi hp(z) diberikan oleh (8.10) adalah unsur kelas Tn(p,α) untuk

0 < |z|= r < 1, maka

rp− pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]
r2p+1 ≤ |hp(z)| ≤ rp+

pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]
r2p+1

dengan kesamaan diperoleh apabila h diberi oleh

hp(z) = rp − pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]
r2p+1 (z =±r).

Bukti. Daripada Teorem 8.2.4,

[(2p+1)n+1−α(2p+1)n]
∞

∑
k=p+1

|c2k−1| ≤
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1−α(2k−1)n]|c2k−1| ≤ pn(p−α).

Seterusnya, memberikan

|c2k−1| ≤
pn(p−α)

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]
.

Bagi k = p+1, diperoleh

|c2p+1| ≤
pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
.

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



153

Oleh itu

|hp(z)| ≤

∣∣∣∣∣zp +
∞

∑
k=p+1

|c2k−1||z2k−1|

∣∣∣∣∣ , (|z|= r),

≤ rp +
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|r2k−1

≤ rp + |c2p+1|r2p+1

≤ rp +
pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
r2p+1,

dan

|hp(z)| = zp −
∞

∑
k=p+1

|c2k−1||z2k−1|, (|z|= r),

≥ rp −
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|r2k−1

≥ rp −|c2p+1|r2p+1

≥ rp − pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
r2p+1.

Jadi, didapati bahawa

rp− pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]
r2p+1 ≤ |hp(z)| ≤ rp+

pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]
r2p+1.

Jika n = 0 dan n = 1 dalam Teorem 8.3.1, maka diperoleh korolari berikut:

Korolari 8.3.2. Jika fungsi hp ditakrifkan seperti (8.10), untuk 0 < |z| = r < 1, maka

hp ∈ T∗(p,α) jika dan hanya jika

rp − p−α
(2p+1−α)

r2p+1 ≤ |hp(z)| ≤ rp +
p−α

(2p+1−α)
r2p+1.

Korolari 8.3.3. Jika fungsi hp ditakrifkan seperti (8.10), untuk 0 < |z| = r < 1, maka

h ∈ K(p,α) jika dan hanya jika

rp − p(p−α)

[(2p+1)2 − (2p+1)α]
r2p+1 ≤ |hp(z)| ≤ rp +

p(p−α)

[(2p+1)2 − (2p+1)α]
r2p+1.
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Manakala, untuk p = 1 dalam Korolari 8.3.2 dan Korolari 8.3.3 diperoleh Korolari bagi

kasus univalen.

Seterusnya, diberikan hasil berikut,

Teorem 8.3.4. Cakera |z|< 1 adalah dipetakan pada domain yang mengandungi cakera

|w|< 1− pn(p−α)

[(2p+1)n+1 − (2p+1)nα]

oleh fungsi hp ∈ Tn(p,α).

Bukti. Untuk pembuktian Teorem ini, adalah cukup dengan mengandaikan r → 1 dan

hp(z) = w.

Bila n = 0 dan n = 1, Teorem 8.3.4 mengimplikasikan Korolari berikut:

Korolari 8.3.5. Cakera |z|< 1 adalah dipetakan pada suatu domain yang mengandungi

cakera |w| ≤ p
2p+1−α oleh fungsi hp ∈ T ∗(p,α) dan cakera |w| ≤ 1− p(p−α)

(2p+1)(2p+1−α)

oleh fungsi hp ∈C(p,α).

Apabila p = 1, diperoleh korolari bagi kasus univalen.

Diberikan juga hasil berikut,

Teorem 8.3.6. Jika fungsi hp(z) diberi oleh (8.10) adalah unsur kelas T (p,α) for 0 <

|z|= r < 1, maka bagi |z|= r,

prp−1− (2p+1)pn(p−α)

[(2p+1)n −α(2p+1)n−1]
r2p ≤ |h′p(z)| ≤ prp−1+

(2p+1)pn(p−α)

[(2p+1)n −α(2p+1)n−1]
r2p.

Bukti. Diketahui bahawa

|h′p(z)| ≤ p|z|p−1 +
∞

∑
k=p+1

(2k−1)|c2k−1||z|2k−2 ≤ prp−1 +(2p+1)r2p
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|.
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Daripada pembuktian Teorem 8.2.1, dapat ditunjukkan bagi k = p+1,

|c2p+1| ≤
pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
.

Oleh itu,

|h′p(z)| ≤

∣∣∣∣∣pzp−1 +(2k−1)
∞

∑
k=p+1

|c2k−1||z2k−2|

∣∣∣∣∣ , (|z|= r),

≤ prp−1 +(2k−1)
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|r2k−2

≤ prp−1 +(2p+1)|c2p+1|r2p;k = p+1

≤ prp−1 +(2p+1)
pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
r2p+1

dan

|h′p(z)| = pzp−1 − (2k−1)
∞

∑
k=p+1

|c2k−1||z2k−2|, (|z|= r),

≥ prp−1 − (2k−1)
∞

∑
k=p+1

|c2k−1|r2k−2

≥ prp−1 − (2p+1)|c2p+1|r2p;k = p+1

≥ prp−1 − (2p+1)
pn(p−α)

[(2p+1)n+1 −α(2p+1)n]
r2p.

Oleh yang demikian, diperoleh

prp−1− (2p+1)pn(p−α)

[(2p+1)n −α(2p+1)n−1]
r2p ≤ |h′p(z)| ≤ prp−1+

(2p+1)pn(p−α)

[(2p+1)n −α(2p+1)n−1]
r2p.

Apabila n = 0 dan n = 1, Teorem 8.3.6 memberikan korolari berikut:

Korolari 8.3.7. Jika fungsi hp diberi oleh (8.10), untuk 0 < |z| = r < 1, maka hp ∈

T∗(p,α) jika dan hanya jika

prp−1 − (2p+1)(p−α)

[1−α(2p+1)−1]
r2p ≤ |h′p(z)| ≤ prp−1 +

(2p+1)(p−α)

[1−α(2p+1)−1]
r2p.

Korolari 8.3.8. Jika fungsi hp diberi oleh (8.10), untuk 0 < |z| = r < 1, maka hp ∈
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K(p,α) jika dan hanya jika

prp−1 − (2p+1)p(p−α)

[(2p+1)−α]
r2p ≤ |h′p(z)| ≤ prp−1 +

(2p+1)p(p−α)

[(2p+1)−α]
r2p.

Dengan mengambil nilai p = 1 dalam Korolari 8.3.7 dan Korolari 8.3.8 diperoleh hasil

korolari untuk kasus univalen.

8.4 KOMBINASI LINEAR CEMBUNG BAGI KELAS FUNGSI GANJIL
SALAGEAN P-VALEN DENGAN PEKALI NEGATIF

Berikutnya, dilihat pula kombinasi linear cembung bagi kelas fungsi ganjil Salagean

p-valen dengan pekali negatif.

Teorem 8.4.1. Jika hp diberi oleh (8.10) unsur dalam kelas Tn(p,α). Maka kelas

Tn(p,α) adalah tertutup dengan kombinasi linear cembung.

Bukti. Katalah fungsi hp dan gp masing-masing ditakrifkan seperti berikut

hp(z) = zp −
∞

∑
k=p+1

c2k−1z2k−1, (c2k−1 ≥ 0)

dan

gp(z) = zp −
∞

∑
k=p+1

b2k−1z2k−1, (b2k−1 ≥ 0).

Andaikan bahawa hp dan gp berada dalam kelas Tn(p,α), adalah memadai dengan

membuktikan Gp(z) yang ditakrifkan sebagai

Gp(z) = (1−λ )hp(z)+λgp(z) = zp −
∞

∑
k=p+1

d2k−1z2k−1, (d2k−1 ≥ 0, 0 ≤ λ ≤ 1).

juga berada dalam kelas Tn(p,α).

Daripada

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]c2k−1 ≤ pn(p−α)
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dan
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]b2k−1 ≤ pn(p−α).

Maka daripada Teorem 8.2.1, dapat dilihat bahawa

∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]d2k−1

=
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n][(1−λ )c2k−1 +λb2k−1]

= (1−λ )
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]c2k−1

+λ
∞

∑
k=p+1

[(2k−1)n+1 −α(2k−1)n]b2k−1

≤ (1−λ )pn(p−α)+λ pn(p−α) = pn(p−α).

Oleh itu hp ∈ Tn(p,α).
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BAB IX

PENGOPERASI KAMIRAN TERITLAK BAGI FUNGSI P-VALEN DALAM

PENGERTIAN FUNGSI BAK-BINTANG JANOWSKI

9.1 PENDAHULUAN

Katalah A(p) seperti dalam (8.1) merupakan kelas fungsi p-valen yang analisis dalam

cakera unit z ∈ U = {z : |z| < 1}. Fungsi f ∈ A(P) dikatakan p-valen bak-bintang

berperingkat β ,(0 < β < p), ditulis S∗(p,β ) jika dan hanya jika

Ny
{

z f ′(z)
f (z)

}
> β , z ∈ U. (9.1)

Disamping itu, fungsi f ∈ A(P) dikatakan p-valen cembung berperingkat β (0 ≤ β ≤ p)

di tulis C(p,β ) jika dan hanya jika

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
> β , z ∈ U. (9.2)

Tambahan lagi, fungsi f ∈ A(P) dikatakan subkelas bagi p-valen hampir cembung

berperingkat β (0 ≤ β ≤ p) ditulis K(p,β ) jika dan hanya jika

Ny
{

z f ′(z)
zp−1

}
> β , z ∈ U. (9.3)

Diperhatikan bahawa S(p,0) = S∗p, C(p,0) =C∗
p dan K(p,0) =K∗

p masing-masing ialah

p-valen bak-bintang, p-valen cembung dan p-valen hampir cembung dalam U.

Ditulis juga S∗1 = S∗, C∗
1 = C∗ dan K∗

1 = K∗ masing-masing merupakan kelas

bak-bintang, cembung dan hampir cembung dalam U.
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Fungsi f ∈ A(P) dikatakan p-valen bak-bintang seragam berperingkat β ,(−1 <

β < p) dalam U, ditulis US(p,β ) jika dan hanya jika

Ny
{

z f ′(z)
f (z)

−β
}
>

∣∣∣∣z f ′(z)
f (z)

− p
∣∣∣∣ , z ∈ U. (9.4)

Fungsi p-valen bak-bintang seragam ini telah diperkenalkan oleh Goodman (1991).

Lihat pula, fungsi f ∈ A(P) dikatakan p-valen hampir cembung seragam

berperingkat β (0 ≤ β ≤ p) dalam U,di tulis UK(p,β ) jika dan hanya jika

Ny
{

z f ′(z)
g(z)

−β
}
>

∣∣∣∣z f ′(z)
g(z)

− p
∣∣∣∣ , z ∈ U, (9.5)

bagi g(z) ∈ US(p,β ).

9.2 KELAS FUNGSI CARATHEODORY DAN KELAS FUNGSI JANOWSKI

Katalah p(z) = 1 + p1z + p2z2 + . . . analisis dalam U dan memenuhi sifat p(0) = 1,

Ny{p(z)} > 0, maka p adalah fungsi Caratheodory. Kelas fungsi ini dilambangkan

denganP. Apabila prinsip subordinasi digunakan, didapati bahawa

p(z) ∈ P jika dan hanya jika p(z)≺ 1+ z
1− z

. (9.6)

Andaikan p(z) = 1+b1z+b2z+ . . . teratur dan analisis dalam U dan memenuhi sifat

p(0) = 1, Ny{p(z)}> 0, p(z)≺ 1+Az
1−Bz

; (−1 < A < 1,−1 ≤ B < A). (9.7)

Maka fungsi p dinamakan fungsi Janowski. Kelas fungsi ini dilambangkan dengan

P(A,B). Secara geometrinya, fungsi p berada dalam P(A,B) jika dan hanya jika

p(0) = 1 dan p(U) berada dalam cakera terbuka berpusat pada paksi nyata dengan

diameter titik akhirnya ialah

p(−1) =
1−A
1−B

dan p(1) =
1+A
1+B

.
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Andaikan H(U) kelas bagi fungsi analisis dalam cakera unit terbuka U = {z :

|z|< 1} dan S= { f ∈ H(U) : f (0) = f ′(0)−1}.

Juga, andaikan α nombor nyata, (0 < α ≤ 1) dan ditakrifkan bahawa f ∈ S∗(α)

jika ∣∣∣∣∣∣
z f ′(z)
f (z) −1

z f ′(z)
f (z) +1

∣∣∣∣∣∣< α, z ∈ U, (9.8)

yang S∗(1) = { f ∈ H(U) : f (0) = f ′(0)−1} dan S∗(0) adalah kelas fungsi bak bintang

yang berpusat diasalan.

Penerangan dan contoh pilihan khusus melibatkan kelas fungsi Janowski dan

kelas fungsi bak bintang Janowski boleh dilihat di Siregar dan Darus (2008).

9.3 PENGOPERASI KAMIRAN TERITLAK

Dalam bab ini juga akan dibincangkan tentang pengoperasi kamiran yang diberikan

seperti berikut:

Bagi αm > 0 dan fm ∈ A(P), ditakrifkan menggunakan pengoperasi kamiran

teritlak.

Fp(z) =
∫ z

0
pt p−1

(
f1(t)
t p

)α1

· · ·
(

fn(t)
t p

)αn

dt (9.9)

Jika p = 1, diperoleh pengoperasi kamiran teritlak F1(z) = Fn(z) yang telah dikaji oleh

Breaz dan Breaz (2002) juga Breaz, Owa dan Breaz (2008).

Begitu juga bagi nilai p = n = 1,α1 = α ∈ [0,1] dalam (9.9), akan diperoleh

pengoperasian
∫ z

0

(
f1(t)
t p

)α
yang dikaji oleh Miller, Mocanu dan Reade (1978).

Dalam kajian ini diterbitkan syarat cukup yang perlu bagi pengoperasi p-valen

bak-bintang dan p-valen hampir cembung seragam dalam U.

Bagi pembuktian hasil utama, beberapa lema daripada kajian terdahulu

diberikan.
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9.4 HASIL KAJIAN TERDAHULU

Hasil kajian terdahulu yang diperlukan dalam pembuktian bagimendapatkan hasil utama

diberikan seperti berikut:

Lema 9.4.1. (Nunokawa 1989) Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
< p+

1
4

; z ∈ U, (9.10)

maka f adalah p-valen bak bintang dalam U.

Lema 9.4.2. (Raina dan Bapna 2004) Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
< p+

a+b
(1+a)(1−b)

, z ∈ U, (9.11)

yang a > 0,b ≥ 0 and a+ 2b = 1, maka Fp yang diberikan oleh (9.9) adalah p-valen

hampir cembung dalam U.

Lema 9.4.3. (Al-Kharsani dan Al-Hajiry 2008) Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
< p+

1
3
, z ∈ U, (9.12)

maka f adalah p-valen hampir cembung dalam U.

Lema 9.4.4. (Owa 1990) Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny
{

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

}
>

p
4
−1, z ∈ U, (9.13)

maka

Ny

{√
1+

z f ′′(z)
f ′(z)

}
>

√
p

2
, z ∈ U. (9.14)

9.5 HASIL UTAMA

Dalam bahagian ini diberikan hasil utama kajian dalam ini yang didorong oleh kajian

yang dilakukan oleh Frasin (2009).
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Dimulakan dengan hasil bagi syarat cukup bagi pengoperasian Fp yang diberikan

oleh (9.9) berada dalam dalam S∗p.

Teorem 9.5.1. Misalkan αm > 0 adalah nombor nyata bagi m = 1,2, ...,n. Jika fm ∈

A(p) bagi semua m = 1,2, ...,n memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′i (z)
fm(z)

+1

<
1−4(1+ p)∑n

m=1 αm

1+4(1+ p)∑n
m=1 αm

, z ∈ U. (9.15)

Maka Fp yang diberikan oleh (9.9) ialah p-valen bak-bintang dalam U.

Bukti.

Daripada Takrifan 6.1.8, diperhatikan bahawa Fp(z) ∈ A(p).

Fp(z) =
∫ z

0
pt p−1

(
f1(t)
t p

)α1

· · ·
(

fn(t)
t p

)αn

dt.

Seterusnya, dengan mudah diperoleh

F ′
p(z) = pzp−1

(
f1(t)
zp

)α1

· · ·
(

fn(z)
zp

)αn

. (9.16)

Dengan operasi pembezaan pada (9.16) menggunakan petua darab, F ′′
p diterbitkan

u = pzp−1; u′ = (p−1)pzp−2

dan

v = ( f1(z)z−p)α1; v′ = α1( f1(z)z−p)α1−1( f1(z)z−p − pz−p−1 f1(z)).

Oleh itu,

F ′′
p (z) = (p−1)pzp−2

[(
f1(z)
zp

)α1

· · ·
(

fn(z)
zp

)αn
]

+pzp−2 [α1( f1(z)z−p)α1−1( f1(z)z−p − pz−p−1 f1(z))
]
.
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Dengan mendarabkan F ′′
p dengan z, diperoleh

zF ′′
p (z) = (p−1)pzp−1

[(
f1(z)
zp

)α1

· · ·
(

fn(z)
zp

)αn
]

+pzp−1 [α1( f1(z)z−p)α1−1( f1(z)z−p − pz−p−1 f1(z))
]
.

Seterusnya, dibahagikan dengan (9.16), memberikan

zF ′′
p (z)

F ′
p(z)

=
(p−1)pzp−1

[(
f1(z)
zp

)α1
· · ·
(

fn(z)
zp

)αn
]

pzp−1
(

f1(t)
zp

)α1
· · ·
(

fn(z)
zp

)αn

+
pzp−1 [α1( f1(z)z−p)α1−1( f1(z)z−p − pz−p−1 f1(z))

]
pzp−1

(
f1(t)
zp

)α1
· · ·
(

fn(z)
zp

)αn
.

Oleh itu,

zF ′′
p (z)

F ′
p(z)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

− p
)
.

Bagi mendapatkan fungsi Janowski, langkah berikut dilakukan

zF ′′
p

F ′
p(z)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

− p
)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm
z f ′m(z)
fm(z)

−
n

∑
m=1

αm p

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm
z f ′m(z)
fm(z)

−
n

∑
m=1

αm +
n

∑
m=1

αm −
n

∑
m=1

αm p

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

−1
)
+

n

∑
m=1

αm(1− p)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

−1
)
+

n

∑
m=1

αm(1− p)

1+
zF ′′

p (z)
F ′

p(z)
= p+

n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

−1
)
+

n

∑
m=1

αm(1− p).

Oleh itu diperoleh,

(
z f ′m(z)
fm(z)

−1
)
=

1+
zF ′′

p (z)
F ′

p(z)
− p− (1− p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm

. (9.17)
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Dengan menggunakan pendekatan yang sama,diperoleh

zF ′′
p (z)

F ′
p(z)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

− p
)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm
z f ′m(z)
fm(z)

−
n

∑
m=1

αm p

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm
z f ′m(z)
fm(z)

+
n

∑
m=1

αm −
n

∑
m=1

αm −
n

∑
m=1

αm p

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

+1
)
+

n

∑
m=1

αm(−1− p)

= (p−1)+
n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

+1
)
−

n

∑
m=1

αm(1+ p)

1+
zF ′′

p (z)
F ′

p(z)
= p+

n

∑
m=1

αm

(
z f ′m(z)
fm(z)

+1
)
−

n

∑
m=1

αm(1+ p).

Maka, (
z f ′m(z)
fm(z)

+1
)
=

1+
zF ′′

p (z)
F ′

p(z)
− p+(1+ p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm

. (9.18)

Seterusnya dibahagikan antara (9.17) dan (9.18), dan diambil bahagian nyata bagi kedua-

dua bahagian, diperoleh

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 = Ny


1+

zF ′′
p (z)

F ′p(z)
−p−(1−p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm

1+
zF ′′p

F ′p(z)
−p+(1+p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm


=

Ny
{

1+
zF ′′

p (z)

F ′p(z)

}
−p−(1−p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm

Ny
{

1+
zF ′′p (z)

F ′p(z)

}
−p+(1+p)∑n

m=1 αm

∑n
m=1 αm

=
Ny
{

1+
zF ′′

p (z)
F ′

p(z)

}
− p− (1− p)∑n

m=1 αm

Ny
{

1+
zF ′′

p
F ′

p(z)

}
− p+(1+ p)∑n

m=1 αm

. (9.19)

Dengan menggunakan Lema 9.4.1, persamaan (9.19) boleh tulis sebagai

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

<

(
p+ 1

4

)
− p− (1− p)∑n

m=1 αm(
p+ 1

4

)
− p+(1+ p)∑n

m=1 αm
(9.20)
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dan diperoleh

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

<
1−4(1− p)∑n

m=1 αm

1+4(1+ p)∑n
m=1 αm

. (9.21)

Oleh itu, dengan menggunakan Lema 9.4.1, pembuktian Teorem 9.5.1 telah lengkap.

Dengan mengambil nilai-nilai n = p = 1,α1 = α dan f1 = f ke dalam Teorem

9.5.1 diperoleh korolari berikut:

Korolari 9.5.2. Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

<
1

1+8α
, (9.22)

yang α > 0. Maka
∫ z

0

(
f (t)

t

)α
dt bak-bintang dalam U.

Seterusnya diberi teorem yang menunjukkan Fp ialah p-valen hampir cembung

dalam U.

Teorem 9.5.3. Misalkan αm > 0 adalah nombor nyata bagi m = 1,2, ...,n. Jika fm ∈

A(p) bagi semua m = 1,2, ...,n memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 <
(a+b)− [(1+a)(1−b)] (1− p)∑n

m=1 αm

(a+b)+ [(1+a)(1−b)] (1− p)∑n
m=1 αm

, z ∈ U.

dengan a > 0,b ≥ 0 dan a+2b = 1, maka Fp ialah p-valen hampir cembung dalam U.

Bukti.

Dengan menggunakan Lema 9.4.2 kedalam (9.19), diperoleh

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 <

(
p+ a+b

(1+a)(1−b)

)
− p− (1− p)∑n

m=1 αm(
p+ a+b

(1+a)(1−b)

)
− p− (1+ p)∑n

m=1 αm

, z ∈ U.

=
(a+b)− [(1+a)(1−b)] (1− p)∑n

m=1 αm

(a+b)+ [(1+a)(1−b)] (1− p)∑n
m=1 αm

, z ∈ U.

Oleh itu, Fp ∈ Cp(β ). Ini melengkapkan terbitan ini.
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Dengan mengambil nilai-nilai n = p = 1,α1 = α dan f1 = f ke dalam Teorem

9.5.3 diperoleh korolari berikut

Korolari 9.5.4. Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

<
a+b

(a+b)+2 [(1+a)(1−b)]α
(9.23)

dengan a > 0,b ≥ 0 dan a+2b = 1, maka
∫ z

0

(
f (t)

t

)α
dt ialah hampir cembung dalam

U.

Berikutnya, diberi teorem yang menunjukkan Fp ialah p-valen hampir cembung

seragam dalam U.

Teorem 9.5.5. Misalkan αm > 0 adalah nombor nyata bagi m = 1,2, ...,n. Jika fm ∈

A(p) bagi semua m = 1,2, ...,n. Memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 <
1−3(1− p)∑n

m=1 αm

1+3(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U.

maka Fp ialah p-valen hampir cembung seragam dalam U.

Bukti.

Dengan menggunakan fungsi Janowski dalam (9.19) dan Lema 9.4.3, diperoleh

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 <

(
p+ 1

3

)
− p− (1− p)∑n

m=1 αm(
p+ 1

3

)
− p+(1+ p)∑n

m=1 αm
, z ∈ U,

=
(3p+1)−3p−3(1− p)∑n

m=1 αm

(3p+1)−3p+3(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U

=
1−3(1− p)∑n

m=1 αm

1+3(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U.

Ini melengkapkan pembuktian Teorem 9.5.5.

Dengan mengambil nilai-nilai n = p = 1,α1 = α dan f1 = f ke dalam Teorem 9.5.5

diperoleh korolari berikut:
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Korolari 9.5.6. Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

<
1

1+6α
, z ∈ U, (9.24)

dengan α > 0, maka
∫ z

0

(
f (t)

t

)α
dt ialah p-valen hampir cembung seragam dalam U.

Teorem 9.5.7. Misalkan αm > 0 adalah nombor nyata bagi m = 1,2, ...,n. Jika fm ∈

A(p) bagi semua m = 1,2, ...,n memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 >
1+4(1− p)∑n

m=1 αm

1−4(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U.

maka Fp ialah p-valen hampir cembung seragam dalam U.

Bukti.

Dengan menggunakan fungsi Janowski dalam (9.19) dan Lema 9.4.4, diperoleh

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

 >

( p
4 −1

)
− p− (1− p)∑n

m=1 αm( p
4 −1

)
− p+(1+ p)∑n

m=1 αm
, z ∈ U,

=
(4p−1)−4p−4(1− p)∑n

m=1 αm

(4p−1)−4p+4(1− p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U

=
−1−4(1− p)∑n

m=1 αm

−1+4(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U.

=
1+4(1− p)∑n

m=1 αm

1−4(1+ p)∑n
m=1 αm

. z ∈ U.

Ini melengkapkan pembuktian Teorem 9.5.7.

Dengan mengambil nilai-nilai n = p = 1,α1 = α dan f1 = f ke dalam Teorem 9.5.5

diperoleh korolari berikut:

Korolari 9.5.8. Jika f ∈ A(p) memenuhi

Ny


z f ′m(z)
fm(z)

−1
z f ′m(z)
fm(z)

+1

>
1

1−8α
. z ∈ U. (9.25)

UN
IVE
RSI
TI K
EBA
NG
SAA
N M
ALA
YSI
A



168

dengan α > 0, maka
∫ z

0

(
f (t)

t

)α
dt ialah p-valen hampir cembung seragam dalam U.

Banyak lagi, subkelas p-valen melibatkan fungsi bak-bintang dalam pengertian

Janowski. Dalam kajian ini telah dibincangkan syarat cukup bagi pengoperasian

kamiran Fp dalam bentuk fungsi bak-bintang Janowski dalam cakera terbuka U.
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BAB X

KELAS FUNGSI BAK BINTANG TERITLAK JENIS KOEBE PERINGKAT

KOMPLEKS

10.1 PENDAHULUAN

Perbincangan dalam bab ini adalah untukmendapatkan syarat bagi kebakbintangan kelas

fungsi yang analisis jenis Koebe berperingkat kompleks.

Andaikan A kelas fungsi analisis ternormalkan seperti dalam (1.2) yang analisis

dalam cakera unit U. Seterusnya, S∗ dan C masing-masing merupakan kelas fungsi bak

bintang dan fungsi cembung dalam U.

Ungkapan z f ′(z)
f (z) dan

(
1+ z f ′′(z)

f ′(z)

)
memainkan peranan penting dalam teori fungsi

univalen. Beberapa kelas baru telah diperkenalkan dan dikaji oleh ramai penyelidik

dengan menggabungkan ungkapan-ungkapan ini dalam bentuk-bentuk yang berbeza.

Kelas M(α) pertama kali diperkenalkan oleh (Mocanu 1969) yang

menggelarkannya sebagai kelas fungsi α cembung (atau α bak-bintang).

M(α) =

{
f (z) ∈ A : Ny

{
(1−α)

z f ′(z)
f (z)

+α
(

1+
z f ′′(z)
f ′(z)

)}
> 0

}
.

Kemudian (Miller 1973) membuktikan bahawa M(α) adalah subkelas S∗ untuk

setiap nombor nyata α dan M(α) juga adalah subkelas K untuk α ≥ 1. Diperhatikan

bahawaM(0)= S∗merupakan fungsi bak bintang danM(1)=C adalah fungsi cembung.
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10.2 KELAS FUNGSI BAB BINTANG TERITLAK JENIS KOEBE
PERINGKAT KOMPLEKS

Kajian fungsi jenis Koebe ini telah diinspirasikan oleh kajian yang terdahulu, dan

tujuannya adalah untuk mendapatkan syarat cukup untuk fungsi kebakbintangan

simetri lipatan ke-m jenis Koebe fb, yang ditakrifkan oleh

fb(z) :=
z

(1− zn)b , (b ≥ 0;n ∈ N := {1,2,3, . . .}) (10.1)

dan secara jelasnya merupakan kelas fungsi Koebe apabila n = 1 and b = 2.

Dalam bahagian ini, akan dibincangkan kelas fungsi M(α,λ ,β ,η)b yang

merupakan unsur kepada kelas fungsi f ∈ A, untuk α ≥ 0, λ > 0,β ,η ∈ R dan z ∈ U,

iaitu

Takrif 10.2.1. Fungsi f seperti ditakrifkan oleh (1.2). Maka f ∈ M(α,λ ,β ,η)b jika

dan hanya jika

M(α,λ ,β ,η)b

=

{
f (z) ∈ A : Ny

{(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(
z f ′b(z)
fb(z)

)
(

1−α +α(1−λ )
z f ′b(z)
fb(z)

+αλ

(
1+

z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]}
> 0

}
. (10.2)

Dengan mengambil nilai-nilai tertentu bagi parameter α,λ ,β dan η , diperoleh

hubungan seperti berikut dan kaitannya dengan kajian-kajian terdahulu

• M(0,λ ,0,0)⊂ S∗(0);

• M(α,1,0,0) ⊂ H(α) ⊂ S∗ which H(α), diperkenalkan oleh Fukui, Owa dan

Sakaguchi (1992);

• M(1,0,0,0) = H(1)⊂ S∗(1/2), dikaji oleh Ramesha, Kumar dan Padmanabhan

(1995);

• M(1,0,0,0) = H(1) ⊂ S∗(γ) dengan γ < 1/2, telah diselidik oleh Nunokawa

et al. (1996);
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• M(α,0,0,0) = H(α)⊂ S∗, dibincang oleh Kamali dan Srivastava (2004);

• M(α,λ ,0,0) = H(α)⊂ S∗, dikaji oleh Siregar dan Darus (2011);

• M(α,0,β ,0) = H(α,β )⊂ S∗, dikaji oleh Siregar (2011);

Dalam bab ini perbincangan akan menumpu kepada subordinasi, superordinasi,

dominan terbaik, teorem sandwic dan syarat cukup bagi kebakbintangan fungsi jenis

Koebe M(α,λ ,β ,η)b dan penggunaannya. Kajian ini dimotivasikan oleh Kamali dan

Srivastava (2004), Siregar dan Darus (2011) dan Siregar (2011).

10.3 HASIL KAJIAN TERDAHULU

Diberikan lema-lema yang akan digunakan bagi memperoleh hasil utama seperti berikut:

Lema 10.3.1. (Miller dan Mocanu 1985) Andaikan fungsi q(z) univalen dalam cakera

unit terbukaU dan katalah fungsi θ dan ϕ analisis dalam domain A mengandungi q(U),

dengan ϕ(w) ̸= 0 bila w ∈ q(U). Disusun

Q(z) = γzq′(z)ϕ(q(z)),γ > 0 dan h(z) = θ(q(z))+Q(z). (10.3)

Andaikan bahawa

i. Q(z) adalah univalen dan bak-bintang U;

ii. Ny zh′(z)
Q(z) = Ny θ ′(q(z))

ϕ(q(z)) +
zQ′(z)
Q(z) > 0 for z ∈ U.

Jika p(z) analisis dalam U dengan p(0) = q(0) = 1, p(U)⊂ A dan

θ(p(z))+ zp′(z)ϕ(p(z))≺ θ(q(z))+ zq′(z)ϕ(q(z)) (10.4)

maka

p(z)≺ q(z) (10.5)

dan q adalah dominan terbaik.
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Lema 10.3.2. (Bulboaca 2002) Andaikan q(z) univalen dalam cakera unit terbuka U

dan katalah ϑ dan φ analisis dalam domain D yang mengandungi q(U). Andaikan

bahawa

i. zq′(z)φ(q(z)) adalah univalen dan bak bintang dalam U;

ii. Ny ϑ ′(q(z))
φ(q(z)) > 0 untuk z ∈ U.

Jika p(z) ∈ H[q(0),1] ∩ Q dengan p(U) ⊆ D dan ϑ p(z) + zp′(z)φ(p(z)) adalah

univalen dalam U dan ϑ(q(z)) + zq′(z)φ(q(z)) ≺ ϑ(p(z)) + zp′(z)ϕ(p(z)) then

q(z)≺ p(z) adalah subordinan terbaik.

Lema 10.3.3. (Jack 1971) Andaikan fungsi (bukan pemalar) w(z) analisis dalam U

sehingga w(0) = 0. Jika |w(z)| mencapai nilai maksimum pada bulatan |z| = r < 1

pada suatu titik zo ∈ U, maka

zow′(z) = kw(zo),

yang k ≥ 1, suatu nombor nyata.

Lema 10.3.4. (Fukui, Owa dan Sakaguchi 1992) Fungsi yang ditakrifkan dalam (10.2)

adalah univalen jika dan hanya jika

0 ≤ nb ≤ 2. (10.6)

Tambahan lagi, syarat dalam (10.6) adalah cukup dan perlu untuk suatu fungsi menjadi

fungsi bak-bintang.

Lema 10.3.5. (Miller dan Mocanu 1978) Andaikan fungsi bernilai-kompleks Θ(u,v)

sehingga Θ : D→ C(D⊂ C×C). C adalah satah kompleks. Katalah u = u1 + iu2 dan

v = v1 + iv2. Andaikan bahawa fungsi Θ(u,v) memenuhi setiap syarat-syarat berikut:

i. Θ(u,v) adalah selanjar dalam D;

ii. (1,0) ∈ D dan Ny(Θ(1,0))> 0;

iii. Ny(Θ(iu2,v1))≤ 0 untuk semua (iu2,v1) ∈ D sehingga v1 ≤−1
2(1+u2

2).

Katalah p(z) = 1+ p1z+ p2z+ ... analisis dalam U sehingga (p(z),zp′(z)) ∈ D,z ∈ U.

Jika Ny(Θ(p(z),zp′(z))) ∈ D, maka Ny(p(z))> 0,z ∈ U.
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10.4 HASIL SUBORDINASI DAN SUPERORDINASI

Teorem 10.4.1. Andaikan f (z) ∈ A memenuhi f (z) ̸= 0,z ∈ U. Juga diandaikan fungsi

q(z) univalen dalam U, dengan q(0) = 1 dan q(z) ̸= 0, sehingga

Ny
{

1+(β +η i)
zq′(z)
q(z)

+ z
q′′(z)
q′(z)

}
> 0; (z ∈ U) (10.7)

dan

Ny

{
1+

1
λ

[
(β +η i+2)q(z)+

1
α
(β +η i+1)− (β +η i+1)

]

+ (β +η i)
zq′(z)
q(z)

+
zq′′(z)
q′(z)

> 0

}
; (z ∈ U) (10.8)

untuk |β +η i| ≤ 1 and α > 0. Jika

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(
z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ

(
1+

z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]
≺ h(z)

(10.9)

dengan

h(z) = α[q(z)]β+η i+2 +(1−α)[q(z)]β+η i+1 +αλ zq′(z)[q(z)]β+η i, (10.10)

maka z f ′b(z)
fb(z)

≺ q(z),z ∈ U and q(z) adalah dominan terbaik untuk (10.9).

Bukti. Pertama sekali, pilih

p(z) =
z f ′b(z)
fb(z)

,θ(w) = wβ+η i[(1−α)w+aw2] dan ϕ(w) = wβ+η i

maka θ(w) dan ϕ(w) wujud dan analisis di dalam domain U∗ = C \ {0} yang

mengandungi q(U),q(0) = 1 dan ϕ(w) ̸= 0 bila w ∈ q(U).

Sekarang, jika ditakrifkan fungsi Q(z) dan h(z) dengan

Q(z) = αλ zq′(z)ϕ [q(z)] = αλ zq′(z)[q(z)]β+η i
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dan

h(z) = θ [q(z)]+Q(z) = α[q(z)]β+η i+2 +(1−α)[q(z)]β+η i+1 +αλ zq′(z)[q(z)]β+η i,

maka daripada (10.7) dan (10.8) didapati bahawa Q(z) adalah bak-bintang dalam U dan

Ny
(

zh′(z)
Q(z)

)
= 1+

1
λ

[
(β +η i+2)q(z)+

1
α
(β +η i+1)− (β +η i+1)

]

+ (β +η i)
zq′(z)
q(z)

+
zq′′(z)
q′(z)

> 0,z ∈ U.

Didapati juga bahawa p(z)adalah analisis dalam U, dengan p(0) = q(0) = 1.

Oleh kerana 0 /∈ p(U), maka p(U) ⊂ U∗ dan αλ > 0. Oleh itu, hipotesis bagi Lema

10.3.1 dipenuhi.

Oleh kerana p(z) = z f ′b(z)
fb(z)

, maka

p′(z) =
fb(z)[z f ′′b (z)+ f ′b(z)]− z[ f ′b(z)]

2

[ fb(z)]2

=
[z fb(z) f ′′b (z)+ fb(z) f ′b(z)]− z[ f ′b(z)]

2

[ fb(z)]2

= z
f ′′b (z)
fb(z)

+
f ′b(z)
fb(z)

− z
[

f ′b(z)
fb(z)

]2

.

Dengan mendarabkan p′(z) dengan z, diperoleh

zp′(z) = z2 f ′′b (z)
fb(z)

+ z
f ′b(z)
fb(z)

−
[

z
f ′b(z)
fb(z)

]2

.
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Menggunakan Lema 10.3.1, didapati bahawa

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]
=

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i
[
(1−α +αλ )

(
z f ′b(z)
fb(z)

)
+α(1−λ )

(
z f ′b(z)
fb(z)

)2

+αλ
(

z2 f ′′b (z)
fb(z)

)]
= (p(z))β+η i

[
(1−α +αλ )p(z)+α(1−λ )(p(z))2 +αλ

(
zp′(z)− p(z)+ [p(z)]2

)]
,

= (p(z))β+η i
[
(1−α)p(z)+α (p(z))2 +αλ zp′(z)

]
= α (p(z))2 (p(z))β+η i +(1−α)p(z)(p(z))β+η i +αλ zp′(z)(p(z))β+η i

= (p(z))β+η i
[
(1−α)p(z)+α (p(z))2

]
+αλ zp′(z)(p(z))β+η i

= θ(p(z))+αλ zp′(z)(p(z))β+η i

≺ h(z) = α (q(z))2 (q(z))β+η i +(1−α)q(z)(q(z))β+η i +αλ zq′(z)(q(z))β+η i

= θ(q(z))+αλ zq′(z)(q(z))β+η i

yang mengimplikasikan (
z f ′b(z)
fb(z)

)
≺ q(z),(z ∈ U)

dan membuktikan q(z) adalah dominan terbaik bagi (10.9).

Teorem 10.4.2. Katalah f analisis dalam U sehingga f (0) = 0, h merupakan fungsi

univalen dan cembung dalam U dan h ∈ H[0,1]∩Q. Andaikan bahawa

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]

adalah fungsi univalen dalam U, yang |β + η i| ≤ 1 dan α > 0. Jika h ∈ A dan

subordinasi menurut

h(z) = θ(q(z))+αλ zq′(z)(q(z))β+η i

≺
(

z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]
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maka q(z)≺
(

z f ′b(z)
fb(z)

)
mengimplikasikan bahawa q(z)≺ p(z), yang p(z) =

(
z f ′b(z)
fb(z)

)
dan

q(z) adalah subordinan terbaik.

Bukti. Matlamatnya adalah untuk menggunakan Lema 10.3.2. Ditulis

p(z) =
z f ′b(z)
fb(z)

, ϑ(w) = wβ+η i[(1−α)w+aw2] dan φ(w) = wβ+η i

makaϑ(w) danφ(w)wujud dan analisis dalam domainU∗=C\{0} yangmengandungi

p(U), p(0) = 1 dan φ(w) ̸= 0 bilaw∈ p(U). Dapat diperhatikan bahawaϑ(w) dan φ(w)

adalah analisis dalam U. Justeru

Ny
{

ϑ ′(q(z))
φ(q(z))

}
> 0.

Sekarang, perlu ditunjukkan bahawa

h(z) = ϑ(q(z))+αλ zq′(z)φ(q(z))≺ φ(p(z))+αλ zp′(z)φ(p(z)).

Dengan menggunakan andaian daripada teorem di atas, diperoleh

h(z) = ϑ(q(z))+αλ zq′(z)φ(q(z))

=
[
α (q(z))2 (q(z))β+η i +(1−α)q(z)(q(z))β+η i

]
+αλ zq′(z)(q(z))β+η i

dan didapati

α (q(z))2 (q(z))β+η i +(1−α)q(z)(q(z))β+η i +αλ zq′(z)(q(z))β+η i

≺ φ(p(z))+αλ zp′(z)φ(p(z))

=

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i

×

[(
z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]
.

Oleh itu, dalam pandangan Lema 10.3.2, q(z) ≺ p(z) yang mengimplikasikan

q(z)≺
(

z f ′b(z)
fb(z)

)
dan q(z) adalah subordinan terbaik.
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Jika digabungkan Teorem 10.4.1 dan 10.4.2, maka diperoleh teorem pembeza

Jenis-Sandwic. Dengan memilih nilai-nilai tertentu ke dalam Teorem 10.4.1 dan

10.4.2, diperoleh hasil yang daripada penyelidik terdahulu. Iaitu dengan memilih nilai

β = η = 0, diperoleh hasil sebagaimana ditunjukkan oleh Siregar dan Darus (2011).

Manakala dengan memilih nilai β = η = 0 dan λ = 1, diperoleh hasil yang sama

seperti Siregar (2011).

10.5 SIFAT-SIFAT BAGI KELAS Mb(α,λ ,β ,η)

Kaedah pembuktian bagi teorem seterusnya ini diambil daripada Kamali dan Srivastava

(2004).

Teorem 10.5.1. Andaikan fb(z) fungsi simetri n-lipatan, yang ditakrifkan oleh (10.1),

analisis dalam U, dengan fb(z)
z ̸= 0,z ∈ U. Jika fb(z) memenuhi ketaksamaan:

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]

>

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
, (10.11)

maka fb(z) adalah fungsi bak bintang dalam U untuk α > 0,|β +η i| ≤ 1 dan

(
0 ≤ nb < 2;

αλ +2α +2−
√

∆
2α

≤ nb ≤ αλ +2α +2+
√

∆
2α

)
,

yang ∆ := α2(λ +2)2 +4α(λ −2)+4.

Bukti. Andaikan α > 0, λ > 0 dan fb(z)memenuhi hipotesis Teorem 10.5.1. Andaikan

juga
z f ′b(z)
fb(z)

=
1+(nb−1)w(z)

1−w(z)
, (10.12)

yang w(U) analisis dalam U, dengan w(0) = 0 dan w(z) ̸= 1.
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Maka, dengan pembezaan (10.12) terhadap z, diperoleh[
f ′b(z)+ z f ′′b (z)

]
fb(z)− z[ f ′b(z)]

2

[ fb(z)]2

=
(nb−1)w′(z)(1−w(z))+w′(z)[1+(nb−1)w(z)]

(1−w(z))2 .

yang mengimplikasikan

z f ′′b (z)
fb(z)

+
f ′b(z)
fb(z)

− z
[

f ′b(z)
fb(z)

]2

=
nbw′(z)

[1−w(z)]2

dan apabila didarabkan dengan fb(z)
f ′b(z)

, diperoleh

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

−
z f ′b(z)
fb(z)

=
nbzw′(z)

[1−w(z)][1+(nb−1)w(z)]
.

Dapat ditulis bahawa

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

=
nbzw′(z)

[1−w(z)][1+(nb−1)w(z)]
+

1+(nb−1)w(z)
1−w(z)

(10.13)

daripada (10.12) dan (10.13) mengimplikasikan (10.2). Sehingga

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]

=

(
1+(nb−1)w(z)

1−w(z)

)β+η i

×

[(
1+(nb−1)w(z)

1−w(z)

)(
1−α +α(1−λ )

(1+(nb−1)w(z)
1−w(z)

)
+αλ

( nbzw′(z)
(1−w(z))[1+(nb−1)w(z)]

+
1+(nb−1)w(z)

1−w(z)

))]

=

(
1+(nb−1)w(z0)

1−w(z0)

)β+η i
[
(1−α)

(
1+(nb−1)w(z)

1−w(z)

)

+α
(
[1+(nb−1)w(z)]2 +λnbzw′(z)

(1−w(z))2

)]
.

Dipertimbangkan juga w(z)< 1 (z ∈ U).
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Jika wujud suatu titik zo dalam U sehingga |w(zo)| = 1, maka daripada Lema

10.3.3, didapati bahawa

zow′(z) = kw(zo),

yang k ≥ 1 adalah suatu nombor nyata.

Dengan mengandaikan bahawa w(zo) = eiθ ,(0 ≤ θ ≤ 2π), diperoleh

Ny

{(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)β+η i

×

[(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)(
1−α +α(1−λ )

zo f ′b(zo)

fb(zo)
+αλ

(
1+

zo f ′′b (zo)

f ′b(zo)

))]}

= Ny

{(
1+(nb−1)w(z0)

1−w(z0)

)β+η i
[
(1−α)

(
1+(nb−1)w(z0)

1−w(z0)

)

+α
(
[1+(nb−1)w(z0)]

2 +λnbz0w′(z0)

(1−w(z0))2

)]}

= Ny

{(
1+(nb−1)w(z0)

1−w(z0)

)β+η i
[
(1−α)

(
1+(nb−1)w(z0)

1−w(z0)

)

+α
(
[1+(nb−1)w(z0)]

2 +λnbkw(z0)

(1−w(z0))2

)]}

= Ny

{(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)β+η i[
(1−α)

(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)

+α
(

λnbkeiθ +[1+(nb−1)eiθ ]2

(1− eiθ )2

)]}

= Re

{(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)β+η i[
(1−α)

(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)

+α
(

λnbkeiθ +[1+(nb−1)eiθ ]2

(1− eiθ )2

)]}
,
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= Ny

{(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)β+η i[
(1−α)

(
1+(nb−1)eiθ

1− eiθ

)

+α

(
λnbkeiθ

(1− eiθ )2 +

[
1+(nb−1)eiθ

(1− eiθ )

]2)]}

= Ny

{(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]+ sin[ln(2−nb)i]
2

][
(1−α)

(
1− nb

2

)

+α

(
−λnbk

4sin2(θ
2 )

+

(
1− nb

2

)2

+

(
nb
2

)2(1+ cosθ
1− cosθ

))]}

=

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][
(1−α)

(
1− nb

2

)

+α

(
−λnbk

4sin2(θ
2 )

+

(
1− nb

2

)2

+

(
nb
2

)2(1+ cosθ
1− cosθ

))]

=

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− αnb

2

)(
1− nb

2

)

−αnb
4

(
k+λnbkcos2(θ

2 )

sin2(θ
2 )

)]

≤
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
, (z ∈U).

yang k ≥ 1.

Jika diandaikan

Ny

{(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)β+η i[(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)(
1−α+α(1−λ )

zo f ′b(zo)

fb(zo)
+αλ

(
1+

zo f ′′b (zo)

f ′b(zo)

))]}

≤
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
= τ(nb), (10.14)
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maka τ(nb)≤ 0. Dengan nb → 2 dan

(
αλ +2α +2

√
∆

2α
≤ nb ≤ αλ +2α +2

√
∆

2α
;∆ := α2(λ +2)2 +4α(λ −2)+4

)
.

Oleh itu, didapati bahawa

Ny

{(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)β+η i[(
zo f ′b(zo)

fb(zo)

)(
1−α +α(1−λ )

zo f ′b(zo)

fb(zo)

+αλ
(

1+
zo f ′′b (zo)

f ′b(zo)

))]}
≤ 0,z ∈ U (10.15)

yang 0 ≤ nb < 2 dan(
αλ +2α +2

√
∆

2α
≤ nb ≤ αλ +2α +2

√
∆

2α
;∆ := α2(λ +2)2 +4α(λ −2)+4

)
.

Ini bercanggah dengan hipotesis dalam Teorem 10.5.1. Justeru, |w(z)| < 1 bagi semua

z dalam U. Jadi, fb adalah fungsi bak-bintang dalam U, dan terbuktilah syarat pertama

dalam Teorem 10.5.1. Pembuktian syarat kedua pada Teorem 10.5.1 adalah sama

dengan pembuktian dalam kajian Fukui, Owa dan Sakaguchi (1992). Pembuktian

syarat ketiga bagi Teorem 10.5.1 pula boleh didapati secara terperinci dalam kajian

Kamali dan Srivastava (2004).

Jika β = η = 0 dalam Teorem 10.5.1, maka diperoleh korolari berikut seperti yang

diperoleh Saibah dan Darus (2011).

Korolari 10.5.2. Andaikan fb(z) fungsi simetri m-lipatan, yang ditakrifkan oleh (10.1),

analisis dalam U, dengan fb(z)
z ̸= 0,z ∈ U. Jika fb(z) memenuhi ketaksamaan:

Ny

{
z f ′b(z)
fb(z)

[
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

)]}

>

(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4
, (10.16)
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maka fb(z) adalah fungsi bak bintang dalam U untuk α > 0 dan

(
αλ +2α +2−

√
∆

2α
≤ nb ≤ αλ +2α +2+

√
∆

2α

)
,

yang ∆ := α2(λ +2)2 +4α(λ −2)+4.

Korolari 10.5.3. Andaikan fb(z) fungsi simetri n-lipatan, yang ditakrifkan oleh (4),

analisis dalam U , dengan fb(z)
z ̸= 0,z ∈U . Jika fb(z) memenuhi ketaksamaan:

(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i[(z f ′b(z)
fb(z)

)
−α

z2 f ′′b (z)
fb(z)

]

>

(
1− nb

2

)β [cosln(2−nb)
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
, (10.17)

maka fb(z) adalah fungsi bak bintang dalam U untuk α > 0,|β +η i| ≤ 1 dan

(
0 ≤ nb < 2;

3α +2−
√

∆
2α

≤ nb ≤ 3α +2+
√

∆
2α

)
,

yang ∆ := 9α2 −4α +4.

10.6 APLIKASI KETAKSAMAAN PEMBEZAAN

Keputusan yang telah diperoleh di atas akan digunakan untuk mendapatkan hasil yang

melibatkan ketaksamaan pembezaan dan syarat cukup bagi fungsi kebakbintangan

simetri lipatan ke-m, iaitu fb seperti yang ditakrifkan oleh (10.2) dengan menggunakan

Lema 10.3.5.

Pertimbangkan implikasi berikut:

Ny

{(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i
[(

z f ′b(z)
fb(z)

)(
1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

)])}

>

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
.
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Maka,

Ny

{(
z f ′b(z)
fb(z)

)µ
}

> 0, z ∈ U (10.18)

dan

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
− αλnb

4

]
< 1,

α ≥ 0,λ > 0,β ∈ R; µ ≥ 1.

Apabila

p(z) =
{

z f ′b(z)
fb(z)

}µ

maka (10.18) adalah setara dengan

Ny

{
αλ
µ

{p(z)}
1−µ

µ zp′(z)+α{p(z)}2/µ +(1−α)p(z)
1
µ −
(

1− nb
2

)β

[
cos[ln(2−nb)]

2

]((
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

)}
> 0 (10.19)

⇒ Ny(p(z))> 0, (z ∈ U).

Dengan mengandaikan p(z) = u dan zp′(z) = v, serta

Θ(z) =
αλ
µ

u
1−µ

µ v+αu2/µ +(1−α)u
1
µ

−
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

]((
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

)

untuk α ≥ 0 dan µ ≥ 1, didapati bahawa Θ(u,v) adalah selanjar dalam D= (C\{0}×

C),(1,0) ∈ D dan

Ny(Θ(1,0))

= 1−
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

]((
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

)
> 0.

Oleh kerana

(
1− nb

2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

]((
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

)
< 1.
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Oleh itu, syarat (i) dan (ii) pada Lema 10.3.5 telah dipenuhi. Seterusnya, untuk

(iu2,v1) ∈ D dan v1 ≤−1
2(1+u2

2), diperoleh

Ny(Θ(iu2,v1)) =
αλ
µ

|u2|
(1−µ)

µ v1 cos
(
(1−µ)π

2µ

)
+α|u2|

2
µ cos

(
π
µ

)
+(1−α)|u2|

1
µ cos

(
π

2µ

)
−
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

]

≤ −αλ
2µ

(1+u2
2)|u2|

(1−µ)
µ sin

(
π

2µ

)
+α|u2|

2
µ cos

(
π
µ

)
+(1−α)|u2|

1
µ cos

(
π

2µ

)
−
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

][(
1− nb

2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

]
,

dengan mengambil |u2|= ζ (ζ > 0), didapati bahawa

Ny(Θ(iu2,v1))≤ Φ(ζ ), (10.20)

yang

Φ(ζ ) : = −αλ
2µ

(1+ζ 2)ζ
(1−µ)

µ sin
(

π
2µ

)
+αζ

2
µ cos

(
π
µ

)
+(1−α)ζ

1
µ cos

(
π

2µ

)
−
(

1− nb
2

)β [cos[ln(2−nb)]
2

]
[(

1− nb
2

)(
1− αnb

2

)
+

λαnb
4

]
. (10.21)

Untuk beberapa pilihan parameter α ,λ , µ , dan nb, didapati bahawa

Φ(ζ )≤ 0 (ζ > 0),

Oleh itu, daripada kesamaan (10.20) dan Lema 10.3.5, dapat disimpulkan bahawa

implikasi hubungan (10.18) adalah benar.
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Seterusnya, dengan memilih nilai µ = 1 dan nb = 1, diperoleh yang berikut:

Teorem 10.6.1. Andaikan fb adalah fungsi simetri lipatan ke-m, ditakrifkan oleh (10.1)

dan analisis dalam U dengan

fb(z)
z

̸= 0 (z ∈ U),

memenuhi ketaksamaan berikut:

Ny

{(
z f ′b(z)
fb(z)

)β+η i
[(

z f ′b(z)
fb(z)

)(
[1−α +α(1−λ )

z f ′b(z)
fb(z)

+αλ
(

1+
z f ′′b (z)
f ′b(z)

))]}
> 0, (10.22)

maka fb ∈ S∗ untuk setiap nombor nyata α ≥ 0 dan λ > 0.

Bukti Andaikan nilai µ = 1 dan nb = 1, daripada (10.21) didapati bahawa

Φ(ζ ) :=−α
2
[
λ (1+ζ 2)+2ζ 2]≤ 0. (ζ ∈ R)

Berdasarkan Teorem 10.6.1, diperoleh keputusan dari kajian Kamali dan

Srivastava (2004) untuk λ = 1.
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BAB XI

KESIMPULAN DAN KAJIAN LANJUTAN

11.1 KESIMPULAN

Bab ini akan merumuskan kesemua pemerhatian dan hasil-hasil yang diperoleh dalam

keseluruhan sembilan bab sebelum ini. Dalam bab satu, telah dinyatakan takrifan asas

dan hasil terdahulu melibatkan fungsi univalen dan p-valen.

Hasil yang diperoleh dari bab dua ialah dengan memperkenalkan

pengoperasian baharu sekutuan diantara pengoperasian Srivastava-Choi dan fungsi

polilogaritma teritlak. Kelas fungsi univalen baharu telah ditakrifkan. Beberapa sifat

bagi kelas fungsi ini telah dikaji.

Dalam bab tiga, kajianmenumpukan pada penggunaan penentuHankel peringkat

kedua dan ketiga bagi mendapatkan batas terbaik bagi kelas fungsi melibatkan fungsi

polilogaritma teritlak. Turut dikaji adalah penentu hankel peringkat kedua untuk kelas

fungsi baharu melibatkan fungsi Fox-Wright dan polilogaritma teritlak.

Dalam bab empat dan bab lima, diperkenalkan fungsi analog-q bagi fungsi

polilogaritma terilak. Seterusnya, dikaji sifat subordinasi bagi kelas fungsi analog-q

polilogaritma teritlak ini. Diperoleh juga pekali ketaksamaan Fekete-Szegö bagi

pengoperasian polilogaritma teritlak dalam subkelas yang telah ditakrifkan.

Seterusnya, dalam bab enam kajian melibatkan fungsi analisis dan bi-univalen

melibatkan fungsi Fox-Wright teritlak dan polinomial Faber dikaji. Tambahan fungsi

Fox-Wright teritlak dan Kuroki-Owa juga dipertimbangkan.
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Dalam bab tujuh dan bab lapan, diperkenalkan subkelas baharu melibatkan

fungsi ganjil univalen yang ditakrifkan menggunakan pengoperasi Salagean. Turut

dikaji sifat-sifat bagi kelas fungsi ini.

Dalam bab sembilan, kajian beralih kepada pengoperasi pengkamir teritlak bagi

fungsi p-valen dalam pengertian fungsi bak-bintang Janowski.

Akhir sekali, dalam bab sepuluh, kajian dilakukan bagi mendapatkan syarat

tetentu bagi kebakbintangan subkelas baharu melibatkan fungsi analisis jenis Koebe

berperingkat kompleks. Diperoleh juga hasil subordinasi dan superordinasi bagi kelas

fungsi ini.

11.2 KAJIAN LANJUTAN

Bagi kajian lanjutan, boleh dilakukan beberapa kajian pada kesemua kelas fungsi yang

telah diperkenalkan terutama bagi mendapatkan batas atas Fekete-Szego. Selain itu,

beberapa kelas fungsi baharu boleh ditakrifkan bagi meromorfik dan harmonik. Banyak

hasil baharu boleh diperoleh.
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